BAREM DE CORECTARE
ETAPA LOCALA - 21.02.2016
CLASA A IX-A
Subiectul 1 (7p)

Fie n un numar natural compus sil =d; < d, < ............ < dj = n divizorii sai naturali,
k > 3 .Sa se arate ca dq,d,, ... ,d; nu sunt in progresie aritmetica.

Gazeta Matematica

Presupunem ca d,,d,, ... ,d; sunt in progresie aritmetica. Pentru k >4 avem d, +d, =d, +

Aeoqg =14+ n,deCidi_; =1 = (dy = 1) oo s 2p
Cumdy_i/n ,rezulta cady_,/(d, — 1), fals, deoarece 0 < d; — 1 < dj_q1 coovervvivrervennnenn 2p
Pentru k = 3, rezultd cin = p? , Unde P este NUMAT PriML..........c.coovvreeerrrecereececeeeeceeeeeenenes Ip
Cumd, =psid; =p?,atuncip? +1=2p,decip=1,fals....cccccecevnniiiiiiiiieeenn 2p

Subiectul 11 (7p)

(2p) a) Determinati [V4n% —2n|, n € N*.

(5p) b) Aritati ci l l =2,vn€eN".

n
Sh_o{VaKkz-2k }

( [x] reprezinta partea intreaga a lui X si {x} reprezinta partea fractionara a lui x ).

a) Avem 4n? —4n + 1 < 4n? — 2n < 4n? ,vn € N*,

Deci 2n—1) <Va4nZ —2n<2n= [V4nZ —2n| =2n— L,VR E N* ..o, 2p

b) Trebuie demonstrat ca 2 < < 3, Vn € N*, ceea ce este echivalent cu

n
Yr_{VakZ-2k}

2 <My (VARZ =2k = (2k = 1)) S 2 V0 E N 2p
. (g + 2k — 1) <y VAR -2k < Y7, (g + 2k — 1) ........................................... 1p
— — 2_
Este suficient sa aratam ca % < V4k? -2k < %,Vk EN" M < 4k% -2k <
2_
8 Wk EN' & —24k +16 <0< 9, Yk € N*, adeVALALoooovvvveeereorereeersresereeeeeon, 2p
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Subiectul 111 (7p)

Dacia x,y,z € (0, ) , demonstrati ca:

Xy .y o= <6+xz+yz+z2
xy+x+y yz+y+z zx+z+x" 9 '
xy 1 1+x+y
= < , X,V E (0,00) e 3
Xy+x+y  14:4= 9 y €(0,e) P
Xy
342
2 (x+y+z),x,y,zE(0,00) ................................................................... 1p

xy+x+y 9

Cum2x <x?+1, 2y<y?+1, 2z<z*+1

x 6+x%+y?+z2
Avem Y —2— < Y
xy+x+y 9

Subiectul 1V (7p)

~ . i .. ) . .. AG
In triunghiul ABC se considera M mijlocul lui [BC] si G € (AM) astfel mcatm = k.
Paralela prin G la BC intersecteazi AB In D si AC in E. Fie BG N CD = {Q} si CG N BE = {P}

< .. < GQ k.
(2p) a) Aratati ca 0B 2’
(3p) b) Exprimati vectorul G—Q> in functie de vectorii AB, AC si scalarul k ;
(2p) c) Demonstrati ca, daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC , atunci

AMPQ ~ AABC .
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a) DG | BC = ADQG ~ ACQB =2 =26, 52 _ D¢
QB BC QB 2BM

Cum AADG ~ AABM, avem 2& = 45 _
BM AM

DT OO 2p
QB 2

= BQ = ((k —2)4B + kA_’c) .......................................................................................... 2p

1
k+2
k
2(k+2)

Darﬁﬁz—gw,deciﬁaz— ((k—Z)A—B’+kR) ................................................ 1p

c) G centrul de greutate al AABC = k = 2

—_— — —_— 1—>
M = MB + BQ = — 7 AC = MQ Il AC(1)

Analog MP = —%ﬁ 2> MP [ AB(2) ooeeoeeeoeeeoeeoeeeeeeeeeeeeee e 1p

. . GP _k __GP G
Se aratd ca —P=—=>—P=—Q=>PQ Il BC(3)
Pc 2 PC QB

DiN (1), (2) , (3) = AMPQ ~ AABC ooveooeeveeeeeeoeeeeeeeeeeeeeeeee e eseseeseess e sese s 1p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, februarie 2016
Clasa a X-a

Barem de evaluare si notare
SUBIECTUL I (7p)

a) Demonstrati ca:

k 2

1
(1+—) <1+-+—,VkneN, k<n
n n n

b) Ordonati crescator numerele:

1+%, log,(n+1),log,.,(n+2), pentru n>3.

a) Demonstratia prin inductie @ iNegalitatii..............ccccevevevereeeeeiiee e e 2p

b) log,(n+1) <1+E & (n +1)n <" <s (1+ lj < N ,adevarata pt N> 3(se obtine din punctul a) ..2p
n n

c) log, ., (n+2) <log,(n+1) < (10g,,; M10g,,.,(N+2) <L 1p

Aplicarea inegalitatii MEAIIIOr .........c.oooviiiiie e 1p

Finalizare: log, ,(n+2) <log,(n+1) <1+ 1
n

SUBIECTUL 11 (7p)

Fie multimea A= {a+b\/§/a, bez,a?-3pb? :1}. Demonstrati ci:
a) xeA= 1 eA;
X

b) XeA:>X”+ineZ,VneN;
X

C) existd numere din A care au primele 100 de zecimale egale cu 9.

1
a) =a-— b\/g ........................................................................................................................... 1p
a+b3
b) Se demonstreaza Prin INAUCTIE. ..........viiie i st b e besbesreete e s rees 2p
100
C) Fie X = 2+\/§ € A. Evident X >1si X" ¢[].Exista Ne N, de exemplu, n =L— +1astfel ca
gXx
1 1
F < ]-Ow ...................................................................................................... 2p
1 : 1 10°-1
cum dinb), X" +—-=peN=[x"|=p-Isi{x"} =1-=->=—-=0,99..9.......2p
X X 100
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SUBIECTUL 111 (7p)

: . , 10 :
Fie z € C care satisface ecuatia (Z + I) +i(z—1)" =0. Si se arate ca:

a) |z+i|=|z-i|;
b) zeR

C) Siserezolve ecuatia.

a) Se separa termenii si se trece la module

....................................................................... 1p
b) Se foloseste a) sau ca, imaginea lui z este egal departata de imaginea lui i si (—i)......... 2p
. . z+i) .
c) Ecuatia este echivalenta cu (—J s [T 1p
zZ—i
FOrma trigonOMELriCa @ TUT 1 ....ccvviiieeieiic et nre e e 1p
Multimea solutiilor este {ctg 4k”—Jr?’”/k €{012,.., 9}} ........................................................ 3p

SUBIECTUL 1V (7p)
Fiez,z' € Ccu |Z|=

ZI

=1.Sa se arate ca:

z+z' \ 2" z-z' \*" 1
(Z2) +(£L) 2.5 vneN,zz # +1.
1+zz' 1-zz' 2n-1

z=cosa+isina,z' =cosb+isinb......... 1p
A= 2tz :COSOC,B:Z_Z :S’na,undea:a_b,ﬂ:a—Fb .................... 2p
1+zz7" cosp 1-7z" sing 2 2
A2+B2) _ 2 . 1
2n 2n 2 2 _
A" +B zz[TJ zy(cos a+sin ﬂ)—zn_l ........................................ 4p

Orice alta solutie se ia in considerare.
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BAREM DE CORECTARE

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 21 februarie 2016

Clasa a Xl -a

SUBIECTUL 1 (7p)

., - . . n . . .
Fiesirul (a,) , definitprina, >0sia,, =a, ’n a n>1.Sa se arate ci sirul este convergent
n

si sa se calculeze limita sa.
Florin Rotaru, Focsani - GM. 11/2015.

Prin inductie se obtine a, >0, (v')n =1 deci sirul este Marginit inferior ...........cccoouvrvniisiisismnnsncennnes (1p)
a n .. . <
Fni1 _ 7 <1, (¥)n =1 deci sirul este Strict deSCIESCAION .........ccceurrniriniiiinininssss e (1p)
a, n+a
Din teorema lui Weierstrass se obtine convergenta sirului cu limita lima, =120 ..o (1p)
n—oo
2 4 2 2
. . na, 1 n+a 1 1 a 1 1 a
Relatia de recurentd devine a2, =— - —>——=—01=—— ="+ 0=~ . — =" (1p)
n+ an an-¢—1 nan a'n-*—l an n a‘r1+l an n
A . , 11 S 1 1 1
Suménd relatiile anterioare = ——=— + Z—k sicum af >1P = —5—> = +1°) (1p)
1 & i el & 1 K

n
.. . 1 A e . L 9
Daca prin absurd | >0, deoarece lim E Pin oo, trecand la limitd in inegalitatea anterioara deducem ca

n—oo

k=1
Iizziz+lz-oo:>|izzoo CEEA CE BSTE ADSUIT 1eiievieeiie e es ettt e eeeeeeees e e eeeesesessreeeeessssessrereeeessssssreeeeeeessans (1p)
a
In concluzie, rAmMANE M @, =1 = 0 c...oveiiiiieiiiece ettt (1p)

n—oo

SUBIECTUL I (7p)

(2p) a) Si se arate ci daci functia F :R — R este periodici si exista limF(x)=I,atunci leR si F
p X—>00

este constanta.
(5p) b) Determinati functiile f :R — R care verifici conditiile:

i) exista lim(f(x)-x)=aeR ;

i) f(x+2)+f(x)=2f(x+1), (v)xeR .

a) Fie T o perioadd (T >0) a functiei si presupunem prin absurd cd (F)X, # X, cu F(x,)#=F(x,).

Dacd X, =X, +NT >, F(xn')z F(x,+nT)=F(x)—> F(x,) iar daca

X, =X, +NT —> o0, F(xn")z F (X, +nT)=F(x,)— F(x,) deci F nu are limitd la o, contradictie ..... (1p)
Asadar functia este constanta (F (X) =) iar I = i F (X)SCER i (1p)
b) Notam g(x)= f (x)—x si conditia ii) se scric g(x+2)+g(x)=2g(x+1) <
g(x+2)—g(x+1)=g(x+1)—g(x) =h(x+1)=h(x), (v)xeR unde h(x)=g(x+1)—g(X) ... (1p)
lim h(x) = lim (g (x+1) =g (x))= lim [ f (x+1)=(x+1)=(f (x)=X) [22=2 =0 s (1p)

X—00 X—>0



h(x+1)=h(x), (V)X €R = h €ste PEriodiCa ........ccevuurruririiriiieiieieeineeceie e (1p)
Ultimele doud observatii, utilizind a) = h este functie constanta si h(x)=0, (V)X €R ..cccevvrrrinnnae, (1p)

= g(x+1)=9g(x), (v)xeR =g este periodic si limg(x)=a = g este constanta
X—00

g(x)=a= f(x)=x+a (care verificd ipotezele) ........c.ccocvmuririmiririininiiininrisc s (1p)

SUBIECTUL 11 (7p)

2 -1
Consideram matricea A= (1 A j e My(R).

(1p) a) Determinati toate matricele B e /A4 (R) pentru care AB =BA;
(3p) b)Rezolvatiin A4 (R) ecuatia X2 =A;
(1p) c)Aratatica A>=2-3-A-32.1, si A*=3.32.A-2.3%.1,;
(2p) d) Calculati A?®.
a) Se cauta B:( j si se obtine Bz[ j CUADER it (1p)
b a-2b
b) X3=X?-X=X-X?2=X2.A=A-X?, asadar X? comuti cu A si (pct. a)) cautand matricea X de
2 2 _
a“-b° =2
a b . )
forma X = b 2 seobtine sistemul <2b°—2ab=1 .. (1p)
- a_
a’ —4ab+3b* =4
2 2 2
a“—-b°=2
- — a%+4ab—5b% =0 :(3] +4.2_5-0, etc. Se obtin solutiile a=+—— si
_4b? +4ab=-2 b b 243
5 1 5 1
b= $i care verifica si ultima ecuatie a sistemului = X € 23 23 , 23 23 (2p)
2.3 1 7 17
243 2y3 ) 23 243
C) VEIIICAIE QITECEA ...ttt ettt bttt (1p)

d) se aratd prin inductic cd A"=n-3""-A—(n-1)-3"-1, = A®® =2016-3""° A— 201531, (2p)

SUBIECTUL IV (7p)

(2p) a) Sé se demonstreze cd (V)A,Be M, (R) cu AB=BA, avem det(A2+Bz)20.
(5p) b)Fie Ae M,(R) astfel incét A+'A=0,. Sascarateca (V)1 eR ,avem det(l,+1A%)>0.

a) det(A’ +B*)=det((A+iB)(A-iB))=det(A+iB)det(A-iB)=det(A+iB)det(A+iB)=

= det (A+iB)det(A+iB) =[det (A+TB)]" 20 evrevrierrerseessrsensnssensenssssinsssssenssessnnsseescnscen (2p)
b) Daca A >0 se utilizeaza a): det(ln +/1A2)=det(|§+(\/zA)2)20 (1, si JAA COmMULA) ..oovevvrrranean (1p
Dacd A =0 inegalitatea eSte EVIAENLA .............cceverieeieriesiiieie e e eee e ste e e ste e e e et e stesseeseesteeneessesreanes (1p

)
)
Daci 4<0,fie 1=-a, a>0 si det(l, + 1A’ ) =det(I, - A’ ) =det (I, - aA)-det(1, +VaA) ... (1p)
)

= det('1, ++/a (‘A))-det(1, + A =dett(ln +aA)-det(1, +/zA) =(o|et(|n +JEA))2 >0 ... (2p



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, Botosani, 21.02.2016
Clasa aXll-a

BAREM DE NOTARE

SUBIECTUL I (7 p)
Fie a € Rsi legea de compozitie "o"definitd pe Rastfel:x oy = xy —ax —ay + a® + a,Vx,y € R.

a) Demonstratica (RR,o) este monoid comutativ;
b) Determinati numerele reale X cu proprietatea ca XoXo...oX=X.
(R ——

2016dex

Solutie
a) Se verifica axiomele MONOIAUIUIL. .............vvveveeeeeieee e, 3p
b) Avem XoXo...ox:(x—a)2°le+a ..................................................... 2p

[ —
2016dex
Ecuatia devine (X - a)zom e Gk = LSO 1p
Se 0btine X € {8, B+1] oo 1p

SUBIECTUL 11 (7 p)

_rSinX+2cos X T
a) Calculati I_—dx, pentru Xe| 0;= |.
2sin X +cos X 2

1 2

X
b) Calculati J. —dx..
s 1+e

Solutie:

sin X +2.¢os X 25|nx+cosx 3 ¢2cos x—sin x 4 3 .
a I—d ——I +—j_—dx:—x+—ln|25mx+cosx|+C ... 3p
2sIn X+ cOoSs X 2sin X+ cos X 25sin X +cos X

b) Se foloseste schimbarea de variabild Y = —X .....oiiiii

SUBIECTUL lll (7 p)

Fie f:[0,1] = R o functie continu3 si (an )nzl sirul definit prin a,, = folf (E) dx,n € N*,

a) Sisearatecs lima, = f(0).

n—oo

b) Daci f este derivabild in X =053 se calculeze lim n(an —f (O)) :

nN—oo

Solutie:



1
X n
a) Schimbarea de variabila t == sise obtine @, = nj f(t)dt= S e 1D
n
0 _
n

Ll_rjgo 1 = f(0) si atunci rI]I_r>ro1oa LT ()OO 1p
n
1
: [t (0et-L1(0)
b) ﬂﬂ”(an_f —Lmn n| f(t)dt-f(0 _,!Lr[lo 1 A 2p
n?
[ £ (t)dt—xf (0)
Se aplica regula lui 'Hospital si se obtine IXI_rE 0 2 =3 f'(0)
si se deduce ca !ii[lcn(an — f (0)) :% LI (L OO 2p

SUBIECTUL IV (7 p)

Fie (G,-) un grup cu 2n+1lelemente sio functie f :G — G cu proprietatea :
f(xf (xy))=yf (Xz),‘v’x, yeG.

Sad se demonstreze cd G este grup comutativ.

Gazeta Matematica

Solutie:
Pentru x=e in relatia data obtinem f ( f (y)) = yf (e), pentru orice y € G, de unde rezulta ca f este
DB O IV .o s 2p
Pentru y = ein relatia data, obtinem f (Xf (X)) =f (Xz), pentru orice X € G si folosind faptul ca f
este injectiva avem: Xf (X) =x* = f (X) =X pentruorice X€G .......cvoveerrrrrrrrrrraiicennn, 2p
Relatia din enunt devine X2y = yx2, G are 2n+1lelemente, deci X" =€, ¥Xe€G ............... 1p

2n+2

Avem xy = X*""?y = ( "*1) y= y( ”*1)2 YXZ M2 = YK e, 2p



