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 Barem de notare si corectare Clasa a V a 

Subiectul I. 
a) Determinaţi dacă numărul de mai jos este pătrat perfect. [ሺʹ଻ሻଶ ⋅ ሺʹଶሻ଼ + ͷହ଴: ͷହ − ሺ͹ଵ଺ሻଶ]: [ሺͺହሻଶ + ሺͷଷሻଵହ − ሺ͹ସ2ሻଶ]. 
b) Arătaţi că diferenţa dintre jumătatea lui ͺସ଼şi sfertul lui  Ͷ଻ଵeste divizibilă cu 14. 
 

Soluţie 

a) ݊ = ሺʹଵସ ⋅ ʹଵ଺ + ͷସହ − ͹ଷଶሻ: ሺͺଵ଴ + ͷସହ − ሺ͹ଵ଺ሻଶሻ = ሺʹଷ଴ + ͷସହ − ͹ଷଶሻ: ሺʹଷ଴ + ͷସହ − ͹ଷଶሻ =ͳ…………………………………………………………………………………..................2p 

iar 1 este patrat perfect deorece  ͳ = ͳଶ …...........................................................................1p 

 
b)ͺସ଼: ʹ − Ͷ଻ଵ: Ͷ = ሺʹଷሻସ଼: ʹ − Ͷ଻଴ = ʹଵସସ: ʹ − ሺʹଶሻ଻଴ = ʹଵସଷ − ʹଵସ଴ = ʹଵସ଴ሺʹଷ − ͳሻ……....2p 

Dar ʹଵସ଴ሺʹଷ − ͳሻ = ʹଵଷଽ ⋅ ʹ ⋅ ͹ = ʹଵଷଽ ⋅ ͳͶ, deci divizibil cu 14............................................2p 

 

Subiectul II 

Aflaţi patru numere naturale, ştiind că suma lor este 55, primul număr este jumătate din cel de-al 
doilea, al treilea număr este media aritmetică a primelor două, iar al patrulea număr este dublul 
diferenţei dintre al doilea şi al treilea. 

Gazeta Matematica 

Solutie 

Notăm numerele cu a, b, c, d. Avem urmatoarele relaţii 
a+b+c+d=55, a=b:2,  c=(a+b):2 si d=2 (b-c)........................................................................1p 

Înlocuim pe b=2a in relaţia a treia şi obţinem c=3a:2, pe care de asemenea le substituim în ultima 
relaţie.........................................................................................................................2p 
d=2(b-c)= 2(2a-3a:2)=4a-3a=a ….......................................................................................1p 
Avem toate necunoscutele exprimate în funcţie de a şi le înlocuim în suma lor 
a+2a+3a:2+a=55.  Înmulţind cu 2, obţinem 11a=110, de unde a=10.....................................2p 
Celelalte numere sunt b=20, c=15 şi d=10..............................................................................1p 
 

 

Subiectul III 

Fie mulţimea ܣ = {ܾܽܿ݀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, ܾܽ̅̅ ̅ = ܿ݀̅̅ ̅ + Ͷ} 
a). Determinaţi dacă 2016 si respectiv 2024 aparţin mulţimii A. 
b). Aflaţi restul împărţirii unui număr oarecare din A la 101. 
c). Daca S este suma tuturor numerelor din A,  arătaţi că S nu este pătrat perfect. 
  
Soluţie 

a). 2016 are 20 =16 + 4, iar 2024 nu verifica 20=24+4. Deci 2016 aparţine mulţimii, iar 2024 nu 
aparţine..............................................................................................................................1p 

 
b). ܾܽܿ݀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ܾܽ̅̅ ̅ ⋅ ͳͲͲ + ܿ݀̅̅ ̅ = ሺܿ݀̅̅ ̅ + Ͷሻ ⋅ ͳͲͲ + ܿ݀̅̅ ̅ = ܿ݀̅̅ ̅ ⋅ ͳͲͳ + ͶͲͲ.…...................................2p 
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Cum primul termen este divizibil cu 101, atunci restul împărţirii acestui numar la 101 este restul 
impărţirii lui 400 la 101, adica 97........................................................................1p 

 
Este mai usor să scriem ܾܽܿ݀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ܾܽ̅̅ ̅ ⋅ ͳͲͲ + ܾܽ̅̅ ̅ − Ͷ = ܾܽ̅̅ ̅ ⋅ ͳͲͳ − Ͷ. Deoarece a nu poate fi 0 
avem în total 90 de numere, şi asfel suma este: � = ͳͲ ⋅ ͳͲͳ − Ͷ + ͳͳ ⋅ ͳͲͳ − Ͷ+. . . +ͻͻ ⋅ ͳͲͳ − Ͷ = ͳͲͳ ⋅ ሺͳͲ + ͳͳ+. . . +ͻͻሻ − Ͷ ⋅ ͻͲ = ͳͲͳ ⋅ ሺͻͻ ⋅ ͳͲͲ: ʹ − ͻ ⋅ ͳͲ: ʹሻ − ͵͸Ͳ = ͳͲͳ ⋅ ሺͶͷ ⋅ ͳͳͲ − Ͷͷሻ − ͵͸Ͳ = Ͷͷ ⋅ ሺͳͲͳ ⋅ ͳͳͲ −ͳͲͳ −ͺሻ…………………………………………………………………………………….…...........2p 

Observăm că numărul din ultima paranteză are ultima cifră 1 , deci nu este divizibil cu 5. Cum S 
este divizibil cu 5, dar nu este divizibil cu 25, concluzionăm că S nu este pătrat 
perfect........................................................................................................................................1p 

 
 
Subiectul IV 

Se consideră mulţimea numerelor formate numai din cifrele 1 şi 2, cu cel mult 2016 cifre. 
a). Să se calculeze câte numere sunt cu 5 cifre. 
b). Să se calculeze câte  numere  sunt în  mulţime. 
c). Să se arate că există în mulţime un numar divizibil cu ͵଺. 
 
Soluţie 

a) Un numar de 5 cifre de forma are pentru fiecare cifra 2 posibilităţi, 1 şi 2, deci ele sunt ʹ ⋅ ʹ ⋅ ʹ ⋅ ʹ ⋅ ʹ = ʹହ = ͵ʹ numere...........................................................................2p 

 

b) Pentru fiecare numar ͳ ൑ � ൑ ʹͲͳ͸, avem că în mulţime sunt ʹ�numere cu k cifre. 
Deci numărul de elemente din mulţime este ܰ = ʹ + ʹଶ + ʹଷ+. . . +ʹଶ଴ଵ଺…............................................................................................1p 

 Adunăm  2 şi obţinem ܰ + ʹ = ሺʹ + ʹሻ + ʹଶ+. . . +ʹଶ଴ଵ଺ = ʹଶ + ʹଶ + ʹଷ +. . .ʹଶ଴ଵ଺ = ሺʹଷ + ʹଷሻ+. . . +ʹଶ଴ଵ଺ =. . .= ʹଶ଴ଵ଺ + ʹଶ଴ଵ଺ = ʹଶ଴ଵ଻ 

Deci N=ʹଶ଴ଵ଻ − ʹ…............................................................................................................2p 

 

c).Considerăm cele 2016 numere formate numai cu cifra 1. Deoarece 

 ʹͲͳ͸ = ʹହ ⋅ ͻ ⋅ ͹ > ͵ଷ ⋅ ͵ଶ ⋅ ͵ = ͵଺, cel puţin două dintre numere dau acelaşi rest la împărţirea 
cu ͵଺...................................................................................................................................1p 

 

Diferenţa acestor numere este de forma 111...11000...0=ͳͳ. . .ͳ ⋅ ͳͲ�  şi este divizibilă cu ͵଺. Cum 
3 si 10 nu au divizor comuni, ͵଺divide numărul format numai din cifre de 1, care apaţine lui  
A..................................................................................................................................1p 
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OLIMPIADA DE  MATEMATICA  etapa locala - ʹͳ.Ͳʹ.ʹͲͳ6 

Clasa  a VI- a Barem de evaluare şi notare 

Subiectul I 

Se ĐoŶsideră Ŷuŵerele Ŷaturale a=ϯŶ+Ϯ, ď=ϮŶ+ϭ și Đ=Ŷ+ϭ, Ŷ∈ ℕ .  

aͿ DeŵoŶstraţi Đă a și ď suŶt priŵe îŶtre ele. 

ďͿ Arătaţi Đă Ŷuŵărul [ࢇ, [࢈ + ,ࢇ]  este pătrat perfeĐt , peŶtru oriĐe Ŷuŵăr Ŷatural Ŷ ;s-a  [ࢉ

notat cu [࢞,  .cel mai mic multiplu comun al Ŷuŵerelor ǆ și Ǉ Ϳ [࢟

Soluție: 
 

a) Fie d�ℕ, ݀ ܽ⁄ ș� ݀ ܾ⁄ ⟹ ݀ ʹܽ⁄ ș� ݀ ͵ܾ⁄  …………………………………………………1p 

              d∕2a- 3b, 2a-3b=1 ⟹d∕1⟹ ݀=1⟹ (a,bሻ=ͳ …………………………………… 2p 

   

b) Din a) avem (a,b)=1 ⟹  [ܽ, ܾ]=ab  ……………………………………………………1p 

(a,c)=1 ⟹  [ܽ, ܿ]=ac   ………………………………………………………………………  1p [ܽ, ܾ] + [ܽ, ܿ]=ab +ac=a(b+c)=(3n+2)2  ………………………………………....  2p 

 

Subiectul II 

Arătați că : 

     
૚૚+૛ + 

૚૚+૛+૜ + 
૚૚+૛+૜+૝ +…..+ ૚૚+૛+૜+ڮ.+૛૙૚૟ < 

૛૙૚૟૛૙૚ૠ  . 

 
Soluție: ͳ+ʹ+͵+….+ʹͲͳ͸=ଶ଴ଵ଺∙ଶ଴ଵ଻ଶ  …………………………………………………………..........................1p 

1+2=
ଶ∙ଷଶ  , 1+2+3=

ଷ∙ସଶ , 1+2+3+4=
ସ∙ହଶ ,…………………………………………..............................1p 

S=  
ଵଵ+ଶ + 

ଵଵ+ଶ+ଷ + 
ଵଵ+ଶ+ଷ+ସ +…..+ ଵଵ+ଶ+ଷ+ڮ.+ଶ଴ଵ଺ = ଶଶ∙ଷ + ଶଷ∙ସ + ଶସ∙ହ + ڮ + ଶଶ଴ଵ଺∙ଶ଴ଵ଻  ……2p 

S=2(
ଵଶ − ଵଷ + ଵଷ − ଵସ + ڮ + ଵଶ଴ଵ଺ − ଵଶ଴ଵ଻)=2(

ଵଶ − ଵଶ଴ଵ଻ሻ=
ଶ଴ଵହଶ଴ଵ଻ < ଶ଴ଵ଺ଶ଴ଵ଻  ……                 ……… 3p 

  

Subiectul III 

 Fie  A={ሺࢇ; ሻ࢈ ∈ ℕ × ℕ|૚૙ࢇ + ڭ ࢈  ૚ૢ} și B={ሺࢇ; ሻ࢈ ∈ ℕ × ℕ|૛૙૚૞ࢇ + ૛ڭ ࢈  ૚ૢ}.  

Arătați că A⊃B. 
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Soluție: 
  Arătăm că daca ሺa;bሻ∈ ∋atunci (a;b)   ܤ  1p..........................................…………………………………   ܣ

 Fie (a;b)∈ ⟹   ܤ ͳͻ ʹͲͳͷܽ⁄ + ʹܾ ,cum ͳͻ ͳͻͻͷܽ⁄  ⟹ 19∕20a+2b 

   ʹͲa+ʹb=ʹሺͳͲa+bሻ și ሺͳͻ,ʹሻ=ͳ, r�zultă că ͳͻ∕10a+b, deci (a;b)∈  6p.......................……… ܣ

 

Subiectul IV  

Fie puŶĐtele ĐoliŶiare A,O și B, Đu O∈ ሺ࡮࡭ሻ. De aĐeeași parte a dreptei AB se ĐoŶsideră puŶĐtele 
C și D astfel îŶĐât uŶghiurile ∡AOC și ∡COD să fie adiaĐeŶte. Fie [ࡹࡻ bisectoarea unghiului ∡AOC 
și [ࡺࡻ bisectoarea unghiului ∡࡮OD. Se știe Đă ŵ;∡MOD)=115° și ŵ;∡NOC)=110°  

a) Arătați Đă uŶghiul ∡COD este drept. 
b) Aflați ŵ;∡AOCͿ și ŵ;∡ࡰOB). 

c) În interiorul unghiului ∡COD se construiesc 12 semidrepte distincte cu originea în O, astfel 
îŶĐât Đele ϭϯ uŶghiuri forŵate, Đu iŶterioarele disjuŶĐte două Đâte două, au ŵăsurile 
eǆpriŵate priŶ Ŷuŵere Ŷaturale ŶeŶule. DeŵoŶstrați Đă Đel puțiŶ două diŶtre aĐeste uŶghiuri 
sunt congruente. 

Soluție: 
 

a) P�ntru �i�ură cor�ctă ……………………………..................................................................  1p Notăm x=mሺ∡AOM)=m(∡ MOCሻ și cu y=mሺ∡ BON)=m(∡ NOD). Din r�la�iil� ʹx+ʹy+mሺ∡ COD)=180°, x+݉ሺ∡ܦܱܥሻ = ͳͳͷ° și y+݉ሺ∡ ܦܱܥሻ=110°,  s� ob�in� că mሺ∡ COD)=90° …………………………………..........................................…. 2p 

b) m (∡ MOC)= 115° − ͻͲ° = ʹͷ°. 

m(∡ AOC)=2m(∡ MOC)=2∙25°=50°  ……………………………………………………… 1p 

m(∡ DOB)= 40°                      ……………………………………………………………………..  1p 

c) Suma măsurilor c�lor ͳ͵ un�hiuri �st� ͻͲ° . ͳ+ʹ+͵+……..+ͳ͵=ͻͳ > ͻͲ, d� und� concluzia c�rută.  ………………………….. 2p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  

 

Pagina 5 din 10 

Bareme de corectare –cl.a VII-a Etapa locala , Botos ani, ʹͳ februarie ʹͲͳ6 

Subiectul I (7 puncte) 

a) Arătaţi că,  dacă numerele raţionale a şi b îndeplinesc simultan 
condiţiile: a + b < 4 şi ab – 2a – 2b + 4 > 0, atunci a < 2 şi b < 2. 

 
 Soluţie: 

ab – 2a – 2b + 4 > 0 > 0                               ( 1p) 
Rezultă cazurile: 

i) a – 2 > 0 şi  b - 2 > 0   a + b > 4 ( fals)                                   ( 1p) 

ii)  a – 2 < 0 şi b – 2 < 0  a + b < 4      ( 1p) 
 Din a – 2 < 0 şi b – 2 < 0, rezultă a < 2 şi b < 2                           ( 1p ) 

 

b) Să se arate că x = ૞�−૜૝  și y = ૠ�−૛૟  nu pot fi ambele numere întregi, oricare 

ar fi k număr întreg. 
Soluție: 
Dacă x ϵ Z ⟹ 4 | 5k – 3 ⟹ 4 | 4k + k – 3 ⟹ 4 | k – 3 ⟹ 2 | k – 3           ( 1p 

) 
Dacă y ϵ Z ⟹ 6 | 7k – 2 ⟹ 6 | 6k + k – 2 ⟹ 6 | k – 2 ⟹ 2 | k – 2           ( 1p 

) 
2| k – 3 și  2| k – 2 (contradicție), de unde rezultă concluzia.                     ( 1p 

)   
 
Subiectul II (7 puncte) 

Sǎ se determine cifrele a şi b ( din baza 10) ştiind cǎ numǎrul raţional 
se poate scrie sub formǎ de fracţie zecimalǎ finitǎ. 
 

Soluție: 
 

Avem r=

90

459191

90

2790

90

1890

90

33

90

22
)(3,)(2,
















babababababa
abba  

                                                                  (2p)                                        (1p)    

         

Dar r este fracţie zecimalǎ finitǎ numai dacǎ 9 divide 459191  ba                (1p) 

9/(91(a+b) + 45 ) ⟹  9/(91(a+b)) ⟹  9/(a+b)                                                   (1p) 
  
Dar a, b {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8} ⟹  0a+b16  ⟹ a+b=0 sau a+b=9        (1p) 

)(3,)(2, abbar 
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⟹   (a;b)  {(0;0) ; (1;8) ; (2;7) ; (3;6) ; (4;5) ; (5;4) ; (6;3) ; (7;2) ; (8;1)}     (1p) 
   
 
Subiectul III ( 7 puncte) 

Într-un triunghi ascuțitunghic, o înălțime și o mediană construite din vârfuri 
diferite formează un unghi cu masura de 60º. Arătați că înălțimea și mediana au 
aceeași lungime.                            

                        (Gazeta Matematică nr.9/2015) 
  

 

Soluție: 
Δ ABC ascuțitunghic: construim înălțimea [AD] și 
mediana [BM]. 
AD∩ BM = {�}; m(  ˂ሺAD, BMሻ) = mሺ ˂BPDሻ = ͸Ͳ˚  
Construim MN ⊥ BC, N ϵ (BC) ⟹ MN || AD         (2p) 
 ∆BDP ∶ mሺ ˂Dሻ = ͻͲ ͦ și mሺ ˂ Pሻ = ͸Ͳ ͦ ⟹mሺ ˂PBDሻ = ͵Ͳ  ͦ                     ( 1p) ∆BNM: m( ˂ N) = ͻͲ  ͦși m( ˂ MBN) = 30º ⟹ MN = 

஻�ଶ  ( i)              (1p) ∆ADC: Dacă M este mijlocul lui [AC] și MN || AD ⟹[MN] este linie mijlocie 

 ⟹ MN = 
஺஽ଶ                                                            ( ii)            ( 2p) 

Din   ( i)  și  ( ii) ⟹  AD = BM                                                ( 1p)  

Subiectul IV (7 puncte) 

Printr-un punct oarecare D situat pe latura (BC) 
a triunghiului ABC diferit de mijlocul laturii, se duce 
paralela la mediana [AM],  M ϵ (BC), care 
intersectează dreptele AB și AC în punctele E, 
respectiv F.                       

Demonstrați că: 
a) AB∙AF=AC∙AE            (3p)                                                  
b) DE+DF=constant         (4p) 

 
 Soluție:  Aplicăm Teorema lui Thales în triunghiurile: 

Δ CFD:AM || FD ⟹ ஺ி஺஼ = ஽��஼                             ( 1 )                                       ( 1p ) 

Δ BAM:ED || AM ⟹ ஺ா஺஻ = 
஽�஻�                            ( 2 )                                      ( 1p) 
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Deoarece BM =MC, din (1) și (2)  ⟹ ஺ி஺஼ =  ஺ா஺஻  ⟹AB ∙ AF = AC ∙ AE        ( 1p ) 

 

 

a) Aplicăm teorema fundamentală a asemănării în aceleași triunghiuri și 
obținem:  

Δ MAC ~ Δ DFC  ⟹ �஺஽ி = 
�஼஽஼   ⟹DF = 

�஺∙஽஼�஼                                              ( 1p) 

Δ DBE ~ Δ MBA  ⟹ ஽ா�஺ =  ஻஽஻�   ⟹DE = 
�஺∙஻஽஻�                                             ( 1p)  

Deoarece BM = MC, avem: DE + DF =  
�஺∙஻஽஻�   +  

�஺∙஽஼�஼                                  (1p) 

DE + DF =  
�஺∙ሺ஻஽+஽஼ሻ஻�   = 

�஺ ∙஻஼஻�  = 
�஺∙ଶ஻�஻�  = 2AM = constant                       (1p )    
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 OLIMPIADA DE MATEMATICA  ETAPA LOCALA - CLASA VIII   
Ϯϭ feďruarie ϮϬϭϲ 

BAREM DE NOTARE SI CORECTARE 

 
SUBIECTUL I ;ϳp=ϯp+ϰpͿͿ 
 

a) Să se arate Đă �૛−૚ሺ�+૚ሻ૛ < �૛ሺ�+૚ሻ૛ < �૛ሺ�+૚ሻ૛−૚ , ሺ∀ሻ� ∈ ℕ∗.  
b) Arătați Đă Ŷuŵărul ࢇ = ૜∙૞∙ૠ∙ૢ∙…∙૛૙૚૞૝∙૟∙ૡ∙૚૙∙…∙૛૙૚૟ ∈ ቀ√૛૝૞ ; √૜૝૝ቁ.  

Soluție: 
 

a) Cuŵ ;Ŷ+ϭͿϮ > Ϭ, diŶ ŶϮ-ϭ < ŶϮ⇒ ݊ʹ−ͳሺ݊+ͳሻʹ < ݊ʹሺ݊+ͳሻʹ............................................ ;ϭpͿ                 

iar diŶ ;Ŷ+ϭͿϮ  > ;Ŷ+ϭͿϮ -ϭ ⇒ ݊ʹሺ݊+ͳሻʹ < ݊ʹሺ݊+ͳሻʹ−ͳ............................................;ϭpͿ 

fiŶalizare ............................................................................................................ ;ϭpͿ 
 
 

b)  ܽ ∈ ቀ√ଶସହ ; √ଷସସቁ ⇒ √ଶସହ < ܽ < √ଷସସ ⇒ ଶଶ଴ଶହ < ܽଶ < ଷଵଽଷ଺  …………………………....... ;ϭpͿ 
 aଶ = ͵ଶͶଶ ∙ ͷଶ͸ଶ ∙ ͹ଶͺଶ ∙ … ∙ ʹͲͳͷଶʹͲͳ͸ଶ > ͵ଶ − ͳͶଶ ∙ ͷଶ − ͳ͸ଶ ∙ … ʹͲͳͷଶ − ͳʹͲͳ͸ଶ ʹ ∙ ͶͶଶ ∙ Ͷ ∙ ͸͸ଶ ∙ ͸ ∙ ͺͺଶ ∙ … ∙ ʹͲͳͶ ∙ ʹͲͳ͸ʹͲͳ͸ଶ  

 = ଶସ ∙ ସ଺ ∙ ଺଼ ∙ … ଶ଴ଵସଶ଴ଵ଺ = ଶଶ଴ଵ଺ > ଶଶ଴ଶହ .................... .................... .............................. ;ϭpͿ 

 aଶ = ͵ଶͶଶ ∙ ͷଶ͸ଶ ∙ ͹ଶͺଶ ∙ … ∙ ʹͲͳͷଶʹͲͳ͸ଶ < ͵ଶͶଶ − ͳ ∙ ͷଶ͸ଶ − ͳ ∙ ͹ଶͺଶ − ͳ ∙∙ ʹͲͳͷଶʹͲͳ͸ଶ − ͳ= ͵ଶ͵ ∙ ͷ ∙ ͷଶͷ ∙ ͹ ∙ ͹ଶ͹ ∙ ͻ ∙ … ∙ ʹͲͳͷଶʹͲͳͷ ∙ ʹͲͳ͹ = ଷହ ∙ ହ଻ ∙ ଻ଽ ∙ … ∙ ଶ଴ଵହଶ଴ଵ଻ = ଷଶ଴ଵ଻ < ଷଵଽଷ଺. .................... .................... ..................................... ;ϭpͿ 

 {ܽଶ > ଶଶ଴ଶହܽଶ < ଷଵଽଷ଺ ⇒ ଶଶ଴ଶହ < ܽଶ < ଷଵଽଷ଺ ⇒ √ଶସହ < ܽ < √ଷସସ ⇒ ܽ ∈ ቀ√ଶସହ ; √ଷସସቁ  …………………….;ϭpͿ 

SUBIECTUL Ϯ ;ϳp=ϰp +ϯpͿ 
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a) DeterŵiŶați valoarea ŵiŶiŵă a eǆpresiei ࡱሺ࢞, ሻ࢟ = ૝࢞ + ૝࢟ + ૛࢞૛࢟૛ , ,࢞ ࢟ ∈ ℝ.  
PreĐizați valorile lui ǆ și Ǉ peŶtru Đare se realizează aĐest ŵiŶiŵ. 

 

ďͿ DeterŵiŶați Ŷuŵerele reale ǆ, Ǉ, z știiŶd Đă: ࢞ + ࢟ + ࢠ = ૜૛ și ࢞૛ + ૛࢟ + ૛ࢠ = ૜૝. 
     

 

Soluție: a) ApliĐăŵ de două ori iŶegalitatea ;MA-MG) ܧሺݔሻ = ସݔ + ସݕ + ଶ௫2௬2 ൒ ସݕସݔ√ʹ + ଶ௫2௬2 = ʹ ቀݔଶݕଶ + ଵ௫2௬2ቁ ൒ ʹ ∙ ʹ ∙ ଶݕଶݔ√ ∙ ଵ௫2௬2 = Ͷ…. (2p) 

 
Cele două iŶegalități treďuie să deviŶă egalități și aĐest luĐru se îŶtâŵplă daĐă pe de o parte 

ସݔ  = ସݕ ⇔ ݔ = ଶݕଶݔ iar pe de altă parte ,ݕ± = ଵ௫2௬2 ⇔ ሺݕݔሻସ = ͳ ⇔ ݕݔ = ±ͳ. ………….;ϭpͿ 

Se oďțiŶ iŵediat soluțiile ሺݔ, ሻݕ ∈ {ሺͳ,ͳሻ, ሺ−ͳ,ͳሻ, ሺͳ, −ͳሻ, ሺ−ͳ, −ͳሻ}  ……………………………(1p) 

b) FaĐeŵ suďstituțiile ݔ − ଵଶ = ܽ, ݕ − ଵଶ = ܾ, ݖ − ଵଶ = ܿ, ܽ, ܾ, ܿ ∈ ℝ. 

Avem ܽ + ܾ + ܿ = ቀݔ − ଵଶቁ + ቀݕ − ଵଶቁ + ቀݖ − ଵଶቁ = ሺݔ + ݕ + ሻݖ − ଷଶ = Ͳ ;*Ϳ   …………………. (1p) 

Relația ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = ଷସ  devine : ቀܽଶ + ܽ + ଵସቁ + ቀܾଶ + ܾ + ଵସቁ + ቀܿଶ + ܿ + ଵସቁ = ଷସ , de unde   

rezultă țiŶâŶd ĐoŶt de ;*Ϳ : ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ = Ͳ ⇒ ܽ = ܾ = ܿ. …………………………………….……(1p) 

Deci: ݔ = ݕ = ݖ = ଵଶ ……… ……………………………………………………………………………………… (1p) 

SUBIECTUL ϯ ;ϳpͿ 
 
CoŶsiderăŵ îŶ spațiu puŶĐtele A, B, C, D și M, N ŵijloaĐele segŵeŶtelor [AB], respeĐtiv [CD]. 

DeŵoŶstrați Đă, daĐă ࡺࡹ = ૛ࡰ࡭+࡯࡮ , atuŶĐi puŶĐtele A, B,C, D suŶt ĐoplaŶare. 
 
Soluție : Fie E ŵijloĐul segŵeŶtului ;ACͿ. ………………………………………………...;ϭpͿ 
 

ÎŶ ܧܯ = ஻஼ଶ , ܧܰ = ஺஽ଶ  ;liŶii ŵijloĐii îŶ triuŶghiuriͿ …………………………………….;ϮpͿ 
ܧܯ  + ܧܰ = ஻஼ଶ + ஺஽ଶ =  ϭpͿ; ……..……………………………………………………………… ܰܯ
 ⇒ ,ܯ ,ܧ ܰ ĐoliŶiare ……………………………………………………………………..…………..;ϭpͿ 
 
DiŶ ܧܯ ∥ ,ܥܤ ܰܧ ∥ ∥aveŵ BC ܦܣ  deĐi A, B,C, D ĐoplaŶare. ……………..…  ;ϮpͿ ,ܦܣ
 
SUBIECTUL ϰ ;ϳpͿ 
 

Fie uŶ Đuď ABCDA’B’C’D’, de latură ϰĐŵ și P uŶ puŶĐt iŶterior Đuďului. 
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aͿ DeŵoŶstrați Đă suŵa distaŶțelor de la P la fețele Đuďului este ĐoŶstaŶtă. 

ďͿ DeŵoŶstrați Đă suŵa distaŶțelor de la P la vârfurile Đuďului este ŵai ŵare sau egală Đu ૚૟√૜. 

ĐͿ DaĐă ࡼ ∈  ,’astfel îŶĐât BP=ϯPD’ ĐalĐulați suŵa distaŶțelor la ŵuĐhiile laterale AA’, BB’, CC [′ࡰ࡮]

DD’. 

Soluție: 
 
aͿDistaŶțele la Ϯ fețe opuse suŶt ǆ și ϰ-ǆ, deĐi suŵa este ϯ∙ϰ=ϭϮ ……..…………..…….… ;ϮpͿ 
 
ďͿSuŵa distaŶțelor la Ϯ vârfuri diagoŶal opuse este ŵai ŵare deĐât luŶgiŵea diagoŶalei 

……………………………………………………………………………………………………..………………… …;ϭpͿ 
Aveŵ ϰ pereĐhi de vârfuri deĐi suŵa este Ͷ ∙ Ͷ√͵ = ͳ͸√͵………………….….………….… ;ϭpͿ 
 
ĐͿPeŶtru siŵplitate se proieĐtează puŶĐtual P pe o ďază …………….……….….………..… ;ϭpͿ 
CalĐulul suŵei ………………………………………………………………………..……………………..…  ;ϮpͿ 
 

 


