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Barem de notare si corectare
ClasaaVa

Subiectul 1.
a) Determinati daca numarul de mai jos este patrat perfect.

[(27)2 . (22)8 + 550: 55 _ (716)2]: [(85)2 + (53)15 _ (742)2].
b) Aritati ci diferenta dintre jumitatea lui 8*3si sfertul lui 471este divizibild cu 14.

Solutie

a) n= (214 . 216 + 545 _ 732): (810 + 545 _ (716)2) — (230 + 545 _ 732): (230 + 54—5 _ 732) —
OO SRPR 2p

iar 1 este patrat perfect deorece 1 = 12 .. ..o 1p
b)848:2 — 471:4 = (23)48:2 — 470 = 21442 — (22)70 = 2143 _ 140 = 14023 _ 1), .......2p
Dar 214023 — 1) = 2139. 2.7 = 2139 . 14, deci divizibil cu 14.......ccocvrverereiirerereee, 2p
Subiectul 11

Aflati patru numere naturale, stiind ca suma lor este 55, primul numar este jumatate din cel de-al
doilea, al treilea numar este media aritmetica a primelor doua, iar al patrulea numar este dublul
diferentei dintre al doilea si al treilea.

Gazeta Matematica
Solutie
Notam numerele cu a, b, ¢, d. Avem urmatoarele relatii
atbt+c+d=55, a=b:2, c=(a+b):2 ST1d=2 (D=C).uvrrerrieeiieeiieeeeeeeee e 1p
Inlocuim pe b=2a in relatia a treia si obtinem c=3a:2, pe care de asemenea le substituim in ultima
10T P10 (SRS 2p
d=2(b-C)= 2(22-32:2)742-3870 «..cvrvrrrrersrnrcssensssnssssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssns 1p
Avem toate necunoscutele exprimate in functie de a si le inlocuim in suma lor
a+2a+3a:2+a=55. Inmultind cu 2, obtinem 11¢=110, de unde a=10...........coevvevrveereereemeee.... 2p
Celelalte numere sunt b=20, c=15 $1 d=10......ccceerriiiriiiieiieeee e 1p

Subiectul ITI

Fie multimea A = {abcd, ab = cd + 4}

a). Determinati daca 2016 si respectiv 2024 apartin mulfimii A.

b). Aflati restul Impartirii unui numar oarecare din A la 101.

c). Daca S este suma tuturor numerelor din A, aratati cd S nu este patrat perfect.

Solutie

a). 2016 are 20 =16 + 4, iar 2024 nu verifica 20=24+4. Deci 2016 apartine multimii, iar 2024 nu
APATEINIC. ... veeeuiteeeteeeeteeeetteeetteeetteeesseeeesseeeasseeeasseeasseeansseeansseeansseeansseeasseeeasseeensseeesseeennses 1p

b). abcd = ab - 100+ cd = (cd +4) - 100 +cd = cd - 101 +400......cocoevvivererereerrrerenn. 2p
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Cum primul termen este divizibil cu 101, atunci restul Impartirii acestui numar la 101 este restul
impartirii lui 400 1a 101, adica 97...ccveeeeiiieiieeee e 1p

Este mai usor si scriem abcd = ab - 100 + ab — 4 = ab - 101 — 4. Deoarece a nu poate fi 0
avem in total 90 de numere, si asfel suma este:

$=10-101-4+11-101 —-4+...499-101 -4 =101-(10+ 11+...499) —4-90 =
101-(99-100:2—-9-10:2) —360 = 101 - (45-110 —45) — 360 =45 - (101 - 110 —

101 —

Observam ca numarul din ultima paranteza are ultima cifra 1 , deci nu este divizibil cu 5. Cum S
este divizibil cu 5, dar nu este divizibil cu 25, concluziondm cd S nu este patrat
013 8 L1 TSROSO SRR 1p

Subiectul IV

Se considera mulfimea numerelor formate numai din cifrele 1 si 2, cu cel mult 2016 cifre.
a). Sa se calculeze cate numere sunt cu 5 cifre.

b). Sa se calculeze cate numere sunt in mulfime.

c). Si se arate ci existd in multime un numar divizibil cu 3°.

Solutie

e vy

b) Pentru fiecare numar 1 < k < 2016, avem ci in multime sunt 2¥numere cu k cifre.

Deci numarul de elemente din multime este

N = 2 4 22 b 23 22000 s 1p

Adundm 2 si obtinem

N+2=(2+2)+2%+...42%016 =22 4 22 4 23 4 22016 = (23 4 23)4... 422016 =
— 22016 4 92016 — 92017

DECT N=22007 — 2 ettt 2p
c).Consideram cele 2016 numere formate numai cu cifra 1. Deoarece
2016 =25:9 -7 > 33.32.3 = 35 cel putin doud dintre numere dau acelasi rest la impartirea

CU 38 ettt n s s s ennans 1p

Diferenta acestor numere este de forma 111...11000...0=11...1 - 10* si este divizibild cu 3°. Cum
3 si 10 nu au divizor comuni, 3°divide numirul format numai din cifre de 1, care apatine lui
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etapa locala- 21.02.2016
Clasa aVl-a
Barem de evaluare si notare
Subiectul I

Se considera numerele naturale a=3n+2, b=2n+1sic=n+1, n€ N .
a) Demonstrati ca a si b sunt prime intre ele.

b) Aratati ca numarul [a, b] + [a, c] este patrat perfect , pentru orice numdr natural n (s-a

notat cu [x, y] celmaimicmultiplucomun al numerelor x siy ).

Solutie:
a) FiedeN,d/asid/b = d/2aSid/3D ...eciiiiicens e 1p
d/2a- 3b, 2a-3b=1 =d/1=> d=1=> (A,0)=1 ccccereerrssrrerrrrrrrrrrerrererrmereere 2p
b) Dina)avem (a,b)=1=> [@, b]=aD .ccceccvcerriririieereee e 1p
(8,0)=1 = [A, C]ZAC irreririer sttt e e 1p
[a,b] + [a, c]=ab +ac=a(b4+c)=(3n42)2 .. e 2p
Subiectul 11
Aratati ca:
1 1 1 1 2016
+ + +.....+ .
1+2 1+2+43 1+2+3+4 14+2+4+3+---.+2016 2017
Solutie:
L L 1p
142=22, 14243="0, 14243442 s 1D
S= b b = b —— 2p
142 | 14243 1+243+4 14243442016  2:3 = 34 45 20162017
1 1 1 1 1 1 1 1 2015 2016
S—Z(E—E‘FE—Z‘F "'+m—m)—2(5—2017)—2017 2017 T e 3p

Subiectul II1
Fie A={(a;b) e Nx N[10a+ b : 19} si B={(a; b) € N x N|2015a + 2b : 19}.

Aratati ca ADB.
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Solutie:
Aratam cd daca (a;b)€ B atunci (D)€ A .oooveceiee e eeeesesesssssssssessnssssens LD

» Fie (a;b)e B = 19/2015a + 2b ,cum 19/1995a = 19/20a+2b
20a+2b=2(10a+b) si (19,2)=1, rezultd ca 19/10a+Db, deci (a;b)E A4 .......covvererrrrrrrreecrenn. 6P

Subiectul IV

Fie punctele coliniare A,0 si B, cu O€ (AB). De aceeasi parte a dreptei AB se considera punctele
C si D astfel Tncat unghiurile ZA0C si £COD sa fie adiacente. Fie [OM bisectoarea unghiului ZA0C
si [ON bisectoarea unghiului £BOD. Se stie cd m(zMOD)=115° si m(zNOC)=110°

a) Aratati ca unghiul £COD este drept.

b) Aflati m(ZAOC) si m(£DOB).

c) Tn interiorul unghiului £COD se construiesc 12 semidrepte distincte cu originea in O, astfel
incdt cele 13 unghiuri formate, cu interioarele disjuncte doua cate doua, au masurile
exprimate prin numere naturale nenule. Demonstrati ca cel putin doua dintre aceste unghiuri

sunt congruente.
Solutie:
a) Pentru figura corecta ... 1P
Notam x=m(£A0M)=m(4 MOC) si cu y=m(4 BON)=m(4 NOD).
Din relatiile 2x+2y+m(4 COD)=180°, x+m(£C0D) = 115° siy+m(4 COD)=110°,

se obtine cd m(Z COD)=90° .......ccccvriiirriiiiiiies e s e 2P
b) m (£ MOC)=115° —90° = 25°.

m(4 AOC)=2m(4 MOC)=2-25%=50° ....ccoiiiririrrer s e 1p

M(A DOB)=40° e e e 1p

c) Suma masurilor celor 13 unghiuri este 90°.

1+24+3+........ 4+13=91 > 90, de unde concluzia ceruta. .........cceeerrvrerrrerrrrnns 2p
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Bareme de corectare —-cl.a VII-a
Etapa locala, Botosani, 21 februarie 2016

Subiectul I (7 puncte)

a) Aratati ci, dacd numerele rationale a si b indeplinesc simultan
conditiile: a+b <4siab—-2a—-2b+4>0,atuncia<2sib<2.

Solutie:

ab—2a-2b+4>0< (a—2)(b—2)>0 (1p)
Rezulta cazurile:

i)a—2>0s1 b-2>0 = a+b>4(fals) (1p)

i) a—2<0sib-2<0=a+b<4 (1p)

Dina—2<0sib—2<0,rezultaa<2sib<2 (1p)

b)Sa se arate ca x =5’fT_3§iy=7kT_2nu pot fi ambele numere intregi, oricare
ar fi k numar intreg.
Solutie:
DacixeZ=4|5k-3=4|4k+k-3=4|k-3=2|k-3 (1p
)
DaciyeZ=6|7k-2=6|6k+k-2=6|k-2=2|k-2 (1p
)

2| k —3 si 2| k-2 (contradictie), de unde rezulta concluzia. (1p

)

Subiectul II (7 puncte)

Sé se determine cifrele a si b (dinbaza 10) stiind ca numarul rational = 4 2(p)+5,3(a)
se poate scrie sub formd de fractie zecimala finita.

Solutie:
Avem r=
2.2(b)+b3(@) = a2b—a?2 +b3a—b3 _ 90-a+b+18 N a+90-b+27 _ 91-a+91-b+45
90 90 90 90
(2p) (1p)
Dar r este fractie zecimala finita numai dacd 9 divide 91-a+91-b+45 (1p)
9/(91(atb) +45) = 9/(91(a+b)) = 9/(a+b) (1p)

Dara,b {0;1;2;3;4;5;6;,7,8} = 0<at+b<16 = a+b=0 sau a+b=9 (1p)
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= (a;b) e {(0;0); (1;8) 5 (2;7) 5 (3;6) 5 (4:5) ; (5:4) ; (6;3) 5 (7;2) 5 (8;1)}  (Ap)

Subiectul III ( 7 puncte)

Intr-un triunghi ascutitunghic, o inaltime si o mediand construite din varfuri
diferite formeaza un unghi cu masura de 60°. Aratati ca indltimea si mediana au
aceeasi lungime.

(Gazeta Matematica nr.9/2015)

Solutie:

A ABC ascutitunghic: construim indltimea [AD] si
mediana [BM].

ADN BM = {P};m( <(AD,BM)) = m( <BPD) = 60°
Construim MN L BC, N € (BC) = MN || AD (2p)

ABDP: m(<D) =90"sim(<P) =60" =

m( <PBD) = 30° (1p)

ABNM: m(<N)=90° sim(<MBN)=30"= MNz% (1) (1p)
AADC: Daca M este mijlocul lui [AC] st MN || AD =[MN] este linie mijlocie
— MN=22 (ii) (2p)
Din (1) si (ii))= AD=BM (1p)
Subiectul IV (7 puncte) E

Printr-un punct oarecare D situat pe latura (BC) A
a triunghiului ABC diferit de mijlocul laturii, se duce
paralela la mediana [AM], M e (BC), care
intersecteaza dreptele AB si AC in punctele E, E
respectiv F.

Demonstrati ca: B D ™ C

a) AB-AF=AC-AE (3p)

b) DE+DF=constant (4p)
Solutie: Aplicam Teorema lui Thales in triunghiurile:

AF _ DM

ACFD.AM||FD=>E—% (1) (1p)
ABAMED || AM = 2£ =24 (2) (1p)

AB  BM
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Deoarece BM =MC, din (1) §i (2) = 2= = = =AB- AF=AC- AE

AE

(1p)

a) Aplicdim teorema fundamentald a asemadndrii in aceleasi triunghiuri si

obtinem:
AMAC ~ ADFC = Y4 _MC¢ _ pp=M4DC
DF DC MC
ADBE ~ AMBA — 28 = B2 _,pp - MABD
MA  BM BM

MA-BD n MA-DC

Deoarece BM = MC, avem: DE + DF =
BM MC

MA-(BD+DC) _ MA:BC _ MA-2BM
BM BM BM

DE + DF = = 2AM = constant

(1p)
(1p)
(1p)

(1p)
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OLIMPIADA DE MATEMATICA ETAPA LOCALA- CLASA VIII
21 februarie 2016
BAREM DE NOTARE SI CORECTARE

SUBIECTUL | (7p=3p+4p))

nz—l nZ nz .
(n+1)2 < (n+1)2 < (n+1)2_1' (v)n E N .

3579..:2015 (\/E_x/E)_

a) S&searateci

b) Aratati cd numdrula =

4-6:810-.-2016 ~ \45’ 44
Solutie:
2 . 2 2 n2—1 n?
a) Cum (n+1)°>0,dinn*1<n’= > < et ene ettt ettt anae e (1p)
(n+1) (n+1)
. . 2 2 le le
iar din (n+1)° > (n+1)*-1 = > < ettt ees (1p)
m+1)*  (n+1)*-1
TINALIZAIE e e (1p)
b) ae(g;ﬁ):£<a<ﬁz>i<a2<i ..................................... (1p)
45’ 44 45 44 " 2025 1936
2_32 52 72 20152>32—1 52—-1 20152 —-12-4 4-6 6-8 2014 - 2016
= 42 62 82 7 20162 42 62 20162 42 62 82 U 20162
2 4 6 2014 2 2
= Zgg OLE Z0LE T Z0gD T s (1p)
2 32 52 72 20152 < 32 52 72 20152
4 T 42 62 82 U 20162 42—-1 62—1 82—1 2016%2—1
32 52 72 20152
©3:55-7 7-9 7 2015-2017
_357, 2005 3 3 (1p)
T T TG T D017 T 3015 S Tgagt s s s p
2 2
as > 2025 2 2 3 V2 V3 V2 3
3 —<<at<—>=>—<a<—>=ac€E (—;—) cevrreereiernneeennnn(1P)
2 2025 1936 45 44 45’ 44

a
1936

SUBIECTUL 2 (7p=4p +3p)
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a) Determinati valoarea minima a expresiei E(x,y) = x* + y* + ;7 x,y €R.

Precizati valorile lui x si y pentru care se realizeaza acest minim.

o . 3 3
b) Determinati numerele reale x, y, z stiind c&: x + y + z = 2 si xX*+y*+2% = T

Solutie: a) Aplicam de doua ori inegalitatea (MA-MG)

1
x2y?

1

o I 2472 .
)z2-2- [x2y2 o

E(x) =x*+y*+ > 2/x%y* + xzzy =2 (xzy2 + =4...(2p)

nyZ - 2

Cele doua inegalitdti trebuie sa devina egalitati si acest lucru se intamplad daca pe de o parte
1
e @y)t=1xy =11 . (1p)

x2y2

Se obtin imediat solutiile (x,y) € {(1,1),(—1,1),(1,—-1), (-1, =1} v (1p)

x* = y* © x = +y, iar pe de altd parte x?y? =

. .. 1 1 1
b) Facem substitutiile x — S=ay—5= b,z— ;=6 a b,c € R.

1 1 1 3
Avema+b+c=(x—5)+(y—z)+(z—z)=(x+y+z)—5=0(*) ...................... (1p)
Relatia x? + y? + z2 =2 devine :(az+a+1)+(b2+b+l)+(cz+c+l)=§, de unde

4 4 4 4 4
rezultd tindnd contde (*) a2 + %2+ > =02 A =D = C coooooveoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee (1p)

. 1
DECII X = Y = Z = o e (1p)

SUBIECTUL 3 (7p)

Consideram fin spatiu punctele A, B, C, D si M, N mijloacele segmentelor [AB], respectiv [CD].
BC+AD

Demonstrati ca, daca MN = , atunci punctele A, B,C, D sunt coplanare.

Solutie : Fie E mijlocul segmentului (AC). .oovevieviiriceeece e (1p)

in ME = %,NE 2 % (linii mijlocii Tn triunghiuri) w.oeeee oo, (2p)
ME 4 NE =224 22 MN o (1p)
S M, E, N COUNIGIE oottt (1p)
Din ME || BC,EN || AD avem BC|| AD, deci A, B,C, D coplanare. .................... (2p)

SUBIECTUL 4 (7p)

Fie un cub ABCDA’B’C’D’, de latura 4cm si P un punct interior cubului.
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a) Demonstrati cd suma distantelor de la P la fetele cubului este constanta.
b) Demonstrati c3 suma distantelor de la P la varfurile cubului este mai mare sau egald cu 16+/3.
c) Daca P € [BD'] astfel incat BP=3PD’ calculati suma distantelor la muchiile laterale AA’, BB, CC’,
DD

Solutie:

............................................................................................................................................ (1p)
Avem 4 perechi de varfuri deci suma este 4+ 4v3 = 16V3 oo (1p)
c)Pentru simplitate se proiecteazad punctual P pe 0 baza .......ccooovviiiieivii i (1p)
CAlCUIUT SUMBI e ettt e (2p)
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