CLASA aV-a

SUBIECTUL 1

Determinati toate numerele naturale nenule care impartite la 17 dau catul egal cu restul si
impartite la 23 dau, de asemenea, catul egal cu restul.

Dacd n este unnumar cu proprietatile date, atunci n =17 - ¢4+ c1=18c1, ¢1<17 $in =23 - C2 + C2=24C2, C2<23. | 2p

18c1=24c2, de unde 3c1=4ca. 2p

Ceea ce inseamna ca c1 este multiplu de 4 si c1<17, atunci c1<{4, 8, 12, 16}. 2p

De unde n&{72, 144, 216, 288}. 1p
SUBIECTUL 2

a) Fienumerele a=77+77+77 si b=7+7. Aflati restul impartirii numarului a la b.
b) Se poate scrie numarul N=1+6+6:7+6:72+ ...+ 67" folosind numaitreicifrede7 ?

a) 7T+77+77=2-7"+77=1476+70+7=14(76 + 5) + 7, restul este 7. 3p
b) N=1+6+67+672+...+670=7+(7T-1)7+(7—-1)72+...+(7T-=1)77° 2p
=T+72—T7+73 =72+ +717 778 1p
=777, 1p
SUBIECTUL 3

a) Aratati ca egalitatea x2+ y3 = z5 este verificata pentru x =212, y = 28 z = 25,
b) Aratati ca exista o infinitate de numere naturale x, y, z pentru care x2+ y? = z5,

a) (27 + (2= (2F 1p
224 1 924 = 925 1p
024 .9 = )25 1p
b) Daca luam exemplul datla a) exponentul lui 2 se poate lua de forma 30n + 24. 2p
Siatunci x = 215012 'y = 21048 7 = 26n+5 ne|, 1p
Egalitatea 230n+24 +230n+24 =230n+25 gratg ca exista o infinitate de numere naturale x, y, z pentru care x2+ y3=2z5 | 1p

SUBIECTUL 4
a) Scrieti trei numere de forma abca divizibile cu 13.
b) Cate numere de forma abca sunt divizibile cu13 ?

a) Pentru fiecare exemplu 1p. 3p
b) abca=1001a + 10-bc. Cum 1001a: 13, oricarearfi cifraa de la 1 1a 9, rezultd ¢a be sunt multiplii lui 13 de 2
doua cifre, inclusiv 00, in total 8.

Siatunci exista 9- 8 = 72 numere de forma abca divizibile cu 13. 2p




CLASA aVl-a

SUBIECTUL 1
a) Aratati ca numarul 53361 este patrat perfectsise divide cu 33.

b) Cate numere de forma abcde sunt patrate perfecte sise divid cu 33 ?

a) 53361=32-72-112=(3-7-11)?, este patrat perfectsi se divide cu 33. 3p
b) Daca abcde este pétrat perfectsi se divide cu 33, atunci el se divide cu 332=1089. 2p
Numerele de cinci cifre abcde patrate perfecte care se divid cu 33 se obtin calculénd: 1p
1089-42, 1089-52, ..., 1089-92.
Sunt 6 numere. 1p
SUBIECTUL 2
5 5
a) Calculati 9 +86 3 +12 .
3°+6
oy , § .. 9"+8-3"+12

b) Aratati ca pentru orice numar natural nenul n, numarul 346 este natural.
a) Calcul numarator(61005). 1p
Calcul numitor(735). 1p
Rezultat 83. 1p

9"+8-3"+12 3"+2.3"+6-3"+12 o
3""+6 3-3"+6

3"(3"+2)+6(3"+2)

- 1p
3(3"+2)

(3"+2)(3" +6)

J— . 1p
3(3"+2)

3"+6

= =3""+2eN, vne N. 1p

OBS: Daca rezolva directb) si inlocuieste n=5, obfinand 34+2=83, obfine punctaj maxim.
SUBIECTUL 3

Fie unghiurile AOB, BOC, COD, DOE, EOA in jurul punctului O, astfel incat 1- m(<AOB)=2- m(<BOC),

3 m(<COD)=4- m(<DOE), 5- m(<DOE)=6- m(<EOA). Daca semidreapta [OA si bisectoarea unghiului COD

formeaza un unghi alungit, aflati masurile celor cinci unghiuri.

Se poate nota m(<BOC) = x, m(<AOB) = 2x, m(<COD) = 4y, m(<DOE) = 3y,

c m(<EQA) = gy . lar daca [OA’ este bisectoarea unghiului COD, atunci
M(<COA’) = m(<DOA) = 2y. Tp
Al Q A Sau scrie m(<COD) = % m(<DOE) si m(<EOA) = g m(<DOE).
Avem: 2y+3y+ gy =1800. Sau % : m(<iDOE)+m(<iDOE)+g - m(<DOE)=1800. 2p
E y = 240 side aici m(<COD) = 969,. m(<DOE) = 729,. m(<EQA) = 60°. 2p
m(<AOC)=1800 - 480=1320 =3x,.de unde x=449=m(<BOC) si m(<AOB)=88. 2p




SUBIECTUL 4

Se considera triunghiul obtuzunghic isoscel ABC de baza [BC]. Pe bisectoarea unghiului C se ia punctul

M, iar pe bisectoarea unghiului B se ia punctul N, astfel incat m(<BMC) = m(<BNC) =900,
Daca BM N AC = {Q}, CNN AB = {P}, BM N CN = {D}, iar E este mijlocul laturii [BC], demonstrati:

a) [BP] =[BC] = [QC].
b) Punctele D, A, E sunt coliniare.
D a) ABNC=ABNP(ULU) = [BP]=[BC]. 1p

ACMB=ACMQ(ULU) = [BC]=[QCI. 1p
Siatunci [BP] = [BC] = [QC]. 1p
b) AQBC=APCB(LUL) = <QBC=<PCB = <DBC=<DCB = ADBC=ADCB(ULU) 9
= [DB]=[DC] (Sau scrie direct <QBC=<PCB = [DB]=[DC]). P
ADAB=ADAC(LLL) = [DA este bisectoarea unghiului D.
ADEB=ADEC(LLL) = [DE este bisectoarea unghiului D.
Siatunci D, A, E sunt coliniare. 2p

Sau arata ca [AD si [AE sunt bisectoarele unghiurilor opuse la varf PAQ, respectiv
BAC.




CLASA aVll-a

SUBIECTUL 1
1 2 1
+ =
x+1 y+2 10
numere naturale pentru care egalitatea este verificata.
1 2 1
=+ =
x+1 y+2 10’

a) Aratafi ca egalitatea

b) Daca x si y sunt numere rationale pozitive si

este verificata pentru x=14 si y=58. Dati alt exemplu de

calculati valoarea expresiei

X
+ Y _
x+1 y+2
a) Verificare 1p
Un exemplu 2p
Exemple:
(10, 218), (11, 118), (13, 68), (14, 58), (17, 43), (19, 38), (29, 28), (34, 26), (49, 23), (59, 22), (109, 20),
(209;19).
b X v :X+1—1+y+2—2 9
xtl y+2 x+1 y+2 p
1 2
= 2 -] — 1T —
[x+1 ' y+2) 1p
1 19
RN P
3 Ny . " ] 2 1 X y
OBS: Daca alege saadune in ambii membri ai egalitdfi —+ —— =— pe —+——(2p).
x+1 y+2 10 X+1 y+2
1 1
Apoidacé scrie 2=+ X+ pysi Y 4
10 x+1 y+2 x+1 y+2 10
SUBIECTUL 2
Se considera ecuatia: 9x +27Y =z(z + 1) unde X, y, z sunt numere naturale.
a) Gasiti trei solutji ale ecuatiei date.
b) Aréatati ca ecuatia data are o infinitate de solutji.
a) Fiecare exemplu 1p. Exemple de soluiji: (0, 0, 1), (3, 1, 3%), (6, 2, 35). 3p
b) Ecuatia datd se mai scrie: 32 + 3% =z(z +1). 2p
Pentru a scrie membrul stang ca produs de doua numere naturale consecutive luam 2x=2-3y sau 3y=2-2x. 1p
Din prima relatie obtinem ftripletele (3n, n, 3%), nEN, iar dina doua (3m, 4m, 36m), m & N.(Suficient o forma). 1p

SUBIECTUL 3 Fie M mijlocul laturii [BC] a paralelogramului ABCD. Demonstrati ca daca <\MDC=<MAB, atunci

ABCD este dreptunghi.

D C BAREM 1: Daca N este mijlocul laturii [AD] = <AMN=<MAB si <DMN= 3
P
<MDC.
N M MN este mediana si bisectoare, rezulta MN LAD. 3p
Cum MN || AB, se obtine m(A) = 900 si atunci ABCD este dreptunghi. 1p
A B P BAREM 2: Daca {P}=DM N AB, atunci AMAP este isoscel din 3
<MAP=<MDC=<MPA.
MB este medianain AMAP isoscel de baza AP, rezulta MB L AB. 3p
ABCD fiind paralelogram cu m(<B) = 900 este dreptunghi. 1p




SUBIECTUL 4 Fie triunghiul ABC cu AB =27 cm, BC =30 cm, AC =33 cm si (AD bisectoarea unghiului A,
D= (BC).
a) Aflati BD si DC.

AM 5
b) Daca M (AD),astfel incat == i BM 1 AC = {N}, aflafi AN.

6
A a) Din teorema bisectoarei BD_AB_27_39 2p
DC AC 33 11
N BD _ 9 —BD=13,55iDC=16,5. 1p
BC 20
i b) In AADC se aplic teorema lui Menelaus pentru transversala B-M-N
BD NC_AM _ 2p
BC AN MD
B X c|=9 N5 _ AN _3_ AN_3 oumAC=33 = AN=9. 2
20 AN 6 NC 8 AC 1
VARIANTA DE NOTARE PENTRU b)
Construieste DP || BN si scrie teorema lui Thales in AADP siin ABCN
AN_AM _5 4 PC_DC_11 2p
NP MD 6 NP BD 9
Se obtine ecuatia AN+ 2AN+ %AN =33= AN=9. 2p




CLASA aVlll-a

SUBIECTUL 1
a) Scriefi trei numere reale x; y, z, unul sa fie rational negativ, iar celelalte doua sa fie irationale, astfel
incat x2 +y2+2z2=27.
b) Fie x, y, znumere reale, astfel incat x2 +y2 +z2=27. Aratati ca [x+y +2z| 9.

a) Unexempluscris astfel: x=-4€(-,y= J5 ER-Q, z = /6 EB-0. 3p
b) Sestie cd x2+y2+z22>xy+yz+zx, oricare arfi x,y,ZER. 2p
De unde xy+yz+2zx<27, 2xy+2yz+2zx <54 si (x +y +2)2< 81. 1p
rezultd [x +y+z|<9. 1p

OBS: Daca alege metoda reducerii la absurd se utilizeaza aceeasi inegalitate de 2p: x2+y2 + z2>xy + yz + zx.
SUBIECTUL 2

a) Daca x este numar real si x(x + 1) =12, calculati valoarea expresiei E(x)=x* +2x3 +2x2 +x.

b) Aratati ca A = \/a“ +2a° +2a° +a este irational, oricare ar fi a numar natural nenul.

a) EX)=x4+ x3+x3+ x2+ x2+x = x3(x+1) + x2(x+1) + x(x+1) (sau alta grupare) 1p
= X(x+1)(x2 + x + 1)=12(12+1)=156. 2p
OBS: Daca rezolva ecuatia x2+x—12=0(1p) si cate 1p pentru fiecare inlocuire.

b) Conform descompuneriide la punctul a) avem a*+2a3 + 2a2 +a = (a2 +a)(@ +a +1). 2p
Daca a2 +a=n, atunci n? <n(n+1) < (n+1)2 sau scrie ca produsul a doua numere naturale consecutive nu 2
este patrat perfectdeoarece este cuprins intre doua patrate perfecte consecutive.

SUBIECTUL 3 Fie cubul ABCDA'B'C’D’ cu muchia de lungime 10 cm. Daca M este mijlocul muchiei [B’C’],
iar N este mijlocul muchiei [C’D’], aflati distanta de la punctul C’ la planul (ABM) si cosinusul unghiului format
de dreptele AM si BN.

aQ o : P AB _L (BCC') si AB C (ABM) = (ABM) L (BCC') si atunci 1
I E ¢ d(C’, (ABM)) = d(C’, BM), unde BM=(ABM) N (BCC)). P
A 17k CP este inélfime in ACMB, CP=2V5 . 2p
',4 OBS: Daca obtine distanta, fara a arata care este, primeste 3p.
f,*" E Fie AQ || BN, Q€ D'C = m[<(AM, BN)]= m[<(AM, AQ)]|=m(<MAQ). 9
i Se obtine triunghiul isoscel AMQ cu AM=AQ=15cm si MQ= 510 P
-__r" I
f"j-"l? c 4
o V cos(IMAQ)= . 2
9
A B
SUBIECTUL 4
intr-o prisma triunghiulara regulatd ABCA’B’C’ raportul dintre latura bazei si inaltime este x/E . Se
noteaza cu M mijlocul muchiei [BC]. Aratati ca B'C L C'A si (B’AC) L (AMC).
Fie CN || B'C, NEBC, rezultda m[<(B'C, C'A)]= m[<(C'N, C'A)]. 1p
Daca a este inaltimea prismei, atunci latura bazei este a2, 1p
CN=B'C=C'A=a+/3 , AN=vBN* — AB? = a\/6 .
Din reciproca teoremei lui Pitagora rezulta m(<AC'N)=900 1p
= B'C_LCA.
Daca demonstreaza ca B'C este perpendiculara pe AM sau CM. 2p
Arem B'C_LCA BC_LAM, CANAM={Al= B'C L (AMC). 1p
B'C L (AMC)),B'C C (B'AC) = (B'AC) L (AMC). p

PENTRU CELE 2p din barem unde-i cere sa demonstreze ca B'C este perpendiculara pe AM sau C'M:
VARIANTA 1 AM_LBC,AM_LCC, BCNCC={C} = AM_L(BCC'), BCC(BCC') = B'C L AM.

VARIANTA 2 Noteazs BCNCM={P}. Calculeazs PM= %C-M - % af - af PC= %B.C =af si cu reciproca
teoremei lui Pitagora rezultd m(<MPC)=900 — B'C_L C'M.



