OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 2016
Clasa a IX-a

A »
1 - 4 -
1. a) S# se arate ci |z] + {x + —J =[2z],VzeR. - 53" ,(__L[Q.I'Q
2 e e L SR FOTU g Elmate]
< . 1 x+3
b) S& se rezolve ecuatia |z| + |z + 3| =5 ® eR.
1 1 1 1 1 1 1 1
2. Sd se d t il—--+-——-4 f—— - — = — o+ —V N*.
a) Si se demonstreze ca 2—|—3 4+ +2n—1 o n+1+n+2+ +n+n’ n e
1 1 1
b) Sa se arate ci, pentru orice n € N*, 1 — 3 + 371 + et =1 o nu este numar natural.
3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic inscris in cercul de centru O si raza R, iar P si () simetricele ortocen-
trului si varfului A fatd de mijlocul laturii BC.
a) Aratati cd P este punctul diametral opus lui A in (O, R).
b) Demonstrati ca 0G = OB + OC + OP.
4. a) Fie z, y numere reale cu z -y > 0. Sa se aratecd |zt + z|+ |y + 2| < |z +y+z|+ ]2,V z € R.

b) Demonstrati cd |z| + |y| + |z|+ |z +y+ 2| > |z +y|+ |y + 2|+ |2+ =],V y, z€R.
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Clasa a X-a

. i 2

LEN AITOMO
{ FroTu emates
Fie a, b, ¢ € R astfel incat a® + b? + ¢ = ab + bc + ca. Demonstrati cd a = b = c.

Rezolvati ecuatia 47 + 9% 4+ 25% = 6% 4 10" + 15" in multimea numerelor reale.

Fie z, w € C. Demonstrati ci |z — w|? + |z —iw|? + |z + W|? + |z + iw|? = 4|z]? + 4|w|%.

Fie ABCD un patrat de latura 1 si M un punct situat pe cercul circumscris patratului. Demonstrati

cd MA® + MB* + MC? + MD? = 4.
Fie z, y > 0. Demonstrati ca (z + y)* > 8zy(z? + y?).

Fie ay, as, ... , aso1e > 0 astfel incat a? + a3 + - -+ + a3y, > 1. Demonstrati ci:

ar +ax)*  (ag + ag)? a015 + a 4 (agoe + a1)t
(a1 + a2) +(2 3) _{_.”_{_(2015 2016) +(2016 1)

a1a2 a2a3 4201502016 201601

> 16.

Demonstrati cd oricare ar fi n € N* gi a € (—1, 400) are loc inegalitatea (1 + a)” > 1 + na.
1
Determinati x € (—g, +oo> pentru care

lg(1 + 2x) n lg(1 + 3x) n lg(1+ 4x) n lg(1+ 5z)

5 3 1 s =4lg(1 + x).
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Clasa a XI-a

-1 2 : .
. Fie matricea A = (_1 2) si X(a) = I+ aA, unde a € R. ‘ : "’ ﬂf!).ff)
AR o i
a) Demonstrati ci matricea X (a) este inversabild dacd si numai daci a # —1.
b) Calculati X (1) - X~1(2)-...- X~1(2014).
Ch e e s 1 1
a) Ardtaticd lim (1+=-+ -4+ —) =c0.
’ n—00 2 n
b) Fie f: R — Ry o functie cu proprietatea ci 1i_>m xf(z) = X € (0, 00). Sa se calculeze
x (o)
im (f(1)+f(2)+---+ f(n))
T—00
.Fiene N, n>2 A, Ay, ..., A, € #(R) matrice inversabile, H = {A1, Ay, ..., Ap}si A;-A; € H
pentru orice ¢, j € {1, 2, ..., n}.
a) Sa se arate cd functia ¢ : H — H, ¢(X) = A; - X este bijectiva.
b) Demonstrati cd (A + As + -+ A,)2 =n(A; + As + - + Ay).
. Fie a, b, ¢ trei numere strict pozitive si (an)nen, (bn)nen, (¢n)nen sirurile definite prin ag = a, by = b,
: bn + cn cn +an an + by . y o
co =cslant1 = , bpy1 = , Cntl = pentru orice n € N. S5a se arate ca sirul

2
1 1 1
(Tn)nen, definit prin x,, = (a, + b, + ¢,) <— + 0 + —> pentru orice n € N este descrescator si are
an, n Cn

limita egald cu 9.
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Clasa a XII-a

(x+1)*, dacaz <0
avx?+1, daciz > 0

a) Aritati cd f admite primitive dacd si numai dacd a = 1. G ia

1. Fie a un numar real si functia f: R — R definita prin f(z) =

b) Pentru a = 1, s se determine o primitivd a functiei f. : *
eY JNTON0!

1 L
¢) Pentru a = 1, si se calculeze / f(z)dx. D e T T e e
-1

2. Fie G = (1, 400). Determinati numerele reale a, b, ¢ pentru care perechea (G, %) este grup, unde operatia

»* este definitd prin x xy = xy + ax + by + ¢, pentru orice z, y € G.

3. Fie (G, -) un grup finit cu n € N* elemente, unde n nu este multiplu de 4, in care existd a, b € G \ {e},

distincte, astfel incat a® = b? = e.

a) Aritati ca (Ss, -) are proprietatea din enunt.

b) Demonstrati cd grupul (G, -) nu este grup abelian.

o

sz
4. Fie sirul (2, )nen definit prin z,, = / 2™ cos x dx, pentru orice n € N.

s

4

T 3T
a) Aritati ca pentru orice n € N existd un unic b,, € (5, Z) astfel incat x, = / x" cos x dx.
b

b) Demonstrati ca sirul (z,)nen este descrescétor si are limita —oo.
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