CONCURSUL DE MATEMATICA APLICATA
,ADOLF HAIMOVICI”, 2016
ETAPA LOCALA, HUNEDOARA
Clasa a IX-a

profil stiinte ale naturii, tehnologic, servicii

1. Se considerd predicatul binar p(z, y) : 4z + 3y = 2016, z, y € N si multimea
A={(z,y) € Nx N |4z + 3y = 2016}.
a) Determinati numaérul elementelor multimii A.
b) Determinati valoarea de adevér a propozitiilor: p1 : (32)3y)p(z, y), z, y € N;
p2: (Va)3y)p(z, y), #,y € Nsips: (Va)(Vy)p(z, y), z, y € N.

2. a) Fiea, b, c € (0, 00) astfel incat a + b+ ¢ = 1992. Demonstrati ca:

V2a + 14+ vV2b + 15+ v/2¢ + 16 < 2016.

b) Sa se demonstreze ci, dacd x; € (1, +00), i = 1, n, atunci are loc inegalitatea:

(x1+1) - (z2+1) ..o (xzp+1)

< 2"l vp e N*.
1+x1-20-... 2y

3. Demonstrati ca punctele A, B, C sunt coliniare daci si numai daca existd numerele a, b, ¢ nu toate nule,

astfel incat a + b+ c=0si aPA +bPB + cPC = 6, unde P este un punct oarecare in plan.

4. a) Fie triunghiul ABC si punctul M astfel incat AB = 3AM. Determinati numerele reale a, b pentru
care CM = aCA + bCB.

b) Fie punctele M, N, P pe laturile [AB], [BC], [AC] ale triunghiului ABC astfel incat

AM BN CP
MB NC PA ™~

Demonstrati ca triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de greutate.
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1. Se considerd predicatul binar p(z, y) : 4z + 3y = 2016, z, y € N si multimea
A={(z,y) € Nx N |4z + 3y = 2016}.
a) Determinati numaérul elementelor multimii A.
b) Determinati valoarea de adevér a propozitiilor: p1 : (32)3y)p(z, y), z, y € N;
b2 (VZ’)(E'y)p(JC, y)a T,y € N $1 b3 (VI)(V’IJ)])(Z’, y)? T,y € N.

2. a) Fiea, b, c € (0, 00) astfel incat a + b+ ¢ = 1992. Demonstrati ca:

V2a + 14+ vV2b + 15+ v/2¢ + 16 < 2016.

b) Sa se demonstreze ci, dacd x; € (1, +00), i = 1, n, atunci are loc inegalitatea:

(x1+1) - (z2+1) ..o (xzp+1)

< 2"l vp e N*.
1+x1-20-... 2y

3. Fie triunghiul ABC 1in care punctele M, N, respectiv P sunt mijloacele laturilor [AB], [BC|, respectiv
[AC] si punctul H ortocentrul triunghiului M NP. Aratati ca HA= HB = HC.

—

4. In reperul cartezian (O, 7, 7) se considera punctele A(2, 3), B(—3, 1) si C(4, —1). Sa se determine:

a) Coordonatele punctului D € Oz astfel incat vectorii AB si CD si fie coliniari.

b) Coordonatele punctului E pentru care vectorii BE si AC sunt coliniari si mijlocul segmentului [BE]

este situat pe axa Oy.
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1

:

1 Vk
1. a) Aratatica = — , VkeN-.
) T kVE+HT+(k+D)VE K
" 1
b) Calculati suma S,, =
) ’ ;k\/k+1+(k+1)\/E

kE+1

si aratati ca S, <1,V n e N*.

1 Igb b
520t :lgaJr , atunci a? + b = 11ab.

2 V13

2. a) Fiea, b, ¢ € (0, +o0). Demonstrati ca, dac
b) Fie a, b, ¢ € (0, 1). Demonstrati ci:

3abc n 3abc n 3abc
———+1lo 0 .
gaab+ac+bc gbab+ac+bc gcab+ac+bc_

lo

527
3. a) Calculati ;—7 — — stiind ci z este solutie a ecuatiei 2% + 3z +9 = 0.
z

2 1
b) Demonstrati cd, dacd z € C \ R astfel incat Zret
' 22—z+1

4. Cantitatea de medicament, in miligrame, din circuitul sanguin al unui pacient dupa ¢ minute de la momen-

€ R, atunci |z| = 1.

tul administrarii acestuia este data de valorile functiei f : R — R, f(t) = 200-e~%°t unde e este numarul
lui Euler. Aratati ca, dup4 16 ore si 40 de minute, cantitatea de medicament din singele pacientului este

mai mica decat 276 mg.
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+ + ot ———

1+vV2 V243 V3+/4 Vn—1++n
b) Aritati ci z = v/9 + 45 + V9 — 45 € Z.

1. a) Si se determine n € N* astfel incat = 2016.

1 lgb b
gate :lga+ , atunci a® 4 b* = 11ab.

V13

2. a) Fiea, b, c € (0, +00). Demonstrati ci, daca
b) Demonstrati cd expresia

1 1 1
FE = + + 4
logy 1 +1logy 24 ---+logyx  logg1l+logg24---+logsx log,1+1log,2+---+log,x

este independentd de numarul natural z > 2.
5

z 2
3. a) Calculati 7 stiind ci z este solutie a ecuatiei 2% + 32 + 9 = 0.
z

2

. . . . . z°+9

b) Simplificati in multimea numerelor complexe expresia E(z) = g Tt
x? — 4ix —

4. Cantitatea de medicament, in miligrame, din circuitul sanguin al unui pacient dupa ¢ minute de la momen-

tul administrarii acestuia este data de valorile functiei f : R — R, f(¢) = 200-e~ %14t unde e este numarul

lui Euler. Aratati ca, dup4 16 ore si 40 de minute, cantitatea de medicament din singele pacientului este

mai micd decat 27° mg.
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. Se considera punctele 4, (1 + n, n?), n € N*.

a) Aratati cd pentru orice p, ¢, r € N* distincte doud cate doud, punctele 4,, A,, A, nu sunt coliniare.

b) Demonstrati ci aria triunghiului A, A, 114,42 este constanta.
. . 1 2
. Fie matricea A = 0 3 € M>(R).

a) Calculati (A — AT)2016, R =
b) Rezolvati ecuatia X3 = A, X € #,(R). F 3

S 4

tEX MO0

3. Calculati limitele: o et ) ProTu gdemate’
arctan(1 — z?)
4 = lim ————;
a) f ] 22 —-5x+6 "’
23 33 . 3
b) fp = lim I E 2] Bl dnfa]
T—00 T
4. a) Demonstrati ca ecuatia  + 1 4 cosz = 0 are cel putin o solutie in intervalul I = (fg, 0).

b) Se considera functiile continue f, g : [a, b] — [a, b] astfel incat g(a) = a si g(b) = b. Demonstrati ci

ecuatia f(x) = g(x) are cel putin o solutie reala.
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1. In tabelul urmator sunt grupate datele privind mediile de admitere in clasa a I X-a:

Media 5,00-5,99 | 6,00-6,99 | 7,00-7,99 | 8,00-8,99 | 9,00-9,99 | 10
Nr. elevi 11 35 38 41 31 2

a) Precizati efectivul populatiei statistice, caracteristica si tipul ei.
b) Completati tabelul seriei statistice cu frecventele relative si frecventele relative cumulate.
c¢) Precizati numarul elevilor cu medii mai mici decat 7 si numaérul elevilor cu medii mai mari decat 8.

Exprimati aceste rezultate in procente.

2. In urma unui sondaj efectuat pe un esantion de 500 de persoane asupra timpului petrecut pe o retea de

socializare s-au consemnat urmatoarele date:

Timp (minute) | 0-30 | 30-60 | 60-90 | 90 - 120 | 120 - 180 | peste 180
Nr. persoane 45 70 90 180 70 45

a) Completati tabelul seriei statistice cu frecventele relative si frecventele relative cumulate
b) Care este timpul mediu petrecut pe retea de persoana?

¢) Sa se determine mediana.

3. Temperatura aerului, misurata in grade Celsius, intr-o zi de vara este consemnata in tabelul urmétor:

Ora 1 4 | 8 |10 14|16 |19 |20 | 22
Temperatura | 20 | 15 | 18 | 24 | 28 | 30 | 27 | 25 | 20

a) Reprezentati histograma si diagrama prin benzi.
b) Determinati modulul seriei statistice, mediana, media aritmetici, valoarea medie, dispersia si abate-

rea medie patratica a valorilor caracteristice.

4. S-au amestecat 3 kg de cafea cu pretul 24 lei/kg cu 5 kg de cafea cu pretul 18 lei/kg si cu 8 kg de cafea

cu pretul de 21 lei/kg. Care va fi pretul mediu de vanzare al unui kilogram de amestec?
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@
AtEY JITONO

wts ot | s B PTOTU S0 € mate

1. Pe multimea G = (1, +00) se defineste legea de compozitie z oy = \/z2y2 —x?—y?+2,Vrx,yed.

a) Aritati ca (G, o) este grup abelian.

b) Determinati m, n € R astfel incat f : R} — G, f(x) = /mx +n si fie izomorfism de la grupul
(R%, -) la grupul (G, o).

c) Sa se determine zoxo...ox.
—

n ori
. . 22y .
2. Fie matricea A = < ) 1) si multimea G = {X(a) =z +ad |a e R\ {-1} }.

a) Demonstrati cd G este parte stabild in raport cu inmultirea matricelor.
b) Determinati ¢t € R astfel incat X (1) - X(2)-...- X(2016) = X (¢t — 1).
1

1
—dx.
V4 —-1nz

2 24 [ 1
7n§_/37ndx§1,n€N*.
(\/g) +1 7 7 Jz l+tan"z

3. Calculati primitiva dx, z € (0, ), n € N, n > 2.

e
4. a) Calculapi/
1

b) Demonstrati ca:
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1 0 2a
1. Fie multimea G =< A(a)=| —2a 1 -2d*||a€R
0 O 1

a) Si se arate cd A(a), A(b) € G = A(a)- A(b) € G,V a, beR.
b) Sa se calculeze A(1) - A(2)-...- A(2016).

1 0 1
2. a) Determinati a, b € C pentru care A% = aA? + bA, unde A= [0 1 0
1 0 1

1 0 1
b) Fie A=]|0 1 0|,B= . Aratati ca (AB)T = BA.
0 1

1

o = o
="
o = o

¢) Determinati a, b € C astfel incat:

2
11 11
+a + bls = Os.
4 1 4 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
3. Se considera determinantii: A=|a b c¢|,A1=|a b c|, Aa=|a® b® (?|, unde q, b, ¢ sunt
a? b a® b a® b

numere reale, diferite doué cate doud.

A A
Calculati, scriind sub forma cea mai simpla, Kl + KQ

z a b
4. a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia |a x b| =0, unde a, b si ¢ sunt numere reale.

a b x
a b a+b
b) Verificati egalitatea | b a+b a |=—2(a®+b%).
a+b a b
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