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Nota: Fiecaresubiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiect 1. Fie g : (1,0) = R, g(x) =8 + cosx
a) Sa se calculeze g’(x), g”(x).

b) Sa se determine o primitiva a functiei

1-2-8" sinx

f:(Lwo) >R, f(X)=

g% + (cosx—sinx)-e* + sinxcosx’

***.
Detalii rezolvare Barem
asociat
g’(x)=e* —sinx, g”(x) = e* —cosx 2p
Numitorul fractiei f(X) este g(x)- g’ (x) 1p
Numiratorul fractiei f(x) este (g'(x))* - g(x)- g”(x) 1p
_ (g - g'®) _gx) g (x) _ iy 2p
f(x) = £ = — = (In(g(x) —/
0= e = S~ S = (@) — g @)
) _ gix) _ g + cosx 1p
F:(1,0) >R, FX) = In(g—“:x}) +C= In(—ﬂx _B_mx) +C

Subiect 2 S se determine functiile continue f: R — R, cu proprietatea ca exista o primitiva
F:R — R, asaastfel incat F(x +y) = f(x)f(y), oricare ar fi x,y € R.

Prof. Ion Nedelcu, Ploiesti, GM nr 2, 2015, problema 27038.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Daci exista y astfel incat f(y) = 0, atunci F(x+y) =0, V X € R, deci F(X) =0, V X € R, de 1p
unde f(x) = 0, adica f este functia identic nula.
Daca f nu e functia identic nula, obtinem ca f(x) #0, V X € R.
y=0= F(x)=f(x)f(0), deci f este o functie derivabila. 2p
Avem f(x) = f(0) f"(x), sau ’(x) - L/f(0)f(x) =0, V X € R. Fie a =-1/f(0) # 0.
Deci f’(x) + af(x) =0
Prin inmultire cu €®* , avem (e **f(x))’ = 0, deci e**f(x) = ¢ (constant), deci f(x) = 2p
ce ¥ c#£0.
f(0) = c. Dar f(0) = -1/a, deci ¢ = -1/a.

Fiea=1/c.= f(x):§e”,a¢0, si F(x) = %e“. 2p




Subiect 3. Fie (G, - ) un grup finit cu n elemente, n >3, n € N. Notam cu p(G) numarul

perechilor ordonate (a,b), cua, b € Gsiab=ba
a) Sa se determine p(G) pentru G = Z5 , respectiv G = S.

b) Sa se arate ca p(G) > 3n.

prof. Marian Andronache

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) £ 5 este un grup abelian,deci orice pereche ordonata (a,b), cu a, b € G verificaab = | 1p
ba,deci p(G) = 3* = 9.
Prin calcul direct, p(53) = 18 2p
b) Perechile (e,e), (e,x), (x,€), (x,X), cu X € G \{e}sunt formate din elemente care, evident, 2p
comuta. Deoarece x se poate alege in n-1 moduri, avem cel putin 1 + 3(n — 1) = 3n — 2 astfel
de perechi.
Dacd , X = x T pentru orice x din G, grupul G este abelian, deci p(G) = n*. 1p
Deoarece n >3, avem nn° = 3n , deci p(G) > 3n.
1p

Daci exista x din G astfel incat x # x T, atunci perechile (x,x~),(x "%, X) sunt formate din
elemente care comuta, sunt diferite de perechile anterioare, deci avem cel putin 3n-2+2 = 3n
perechi care comutd, deci p(G) > 3n.

Subiect 4. Fie (G, - ) un grup finit cu elementul neutru e si f: G — G un endomorfism cu

proprietatile
f(x) # X, pentru orice x € G\ {e}.
f" (x) = e, pentru orice X € G. Atunci
a) Sisearate ciF:G — G, F(x) = x "-f(x) este o functie bijectiv.
b) Si se arate ci x-f(x)-f* (x)- ... " (X) = e, pentru orice X € G.
(Notam f* = fofo..of, iar, o” reprezinti compunerea functiilor )
k

prof. Marian Andronache

Detalii rezolvare Barem asociat

a)Daca F(x) = F(y), atunci x " -f(x) = y " -f(y), deci f(x) -(f(y)) " =x-y . 3p
Fiez=xy . Avem f(z) = z, deci z = x-y * = e, de unde x = y.
Deci functia F este injectiva.

G e multime finitd, prin urmare F este o functie bijectiva. 1p

b) Fie X € G. Atunci existd a € G astfel incat F(a) = x, adicd a ' -f(a) = x. 3p
Avem x-f(x)-f2 (x)- ... "1 (x) =
=a ' f(a)fa')f’(a)-f*(@™’) ..f""(a"-f(a))=a -a=e.




