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Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de 1a 0 1a 7 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvirile complete. Timp de lucru: 2 ore.

1. Fie n cel mai mic numar natural nenul care impartit la numerele naturale a,b,c da caturile
C,,C,, respectiv c, si resturile a—1,b—1, respectiv c—1. Dacd a,b,csunt doua cate doua
prime intre ele, aratati ca ¢, +C, +C,+3=ab+bc+ca.

2. Fie M mijlocul segmentului AB. De aceeasi parte a dreptei AB se considera
semidreptele [MN si [MP astfel incat [MN este bisectoarea unghiului BMP si [MP este

bisectoarea unghiului AMN . Dacd [MN |=[MP], arétati cd AABP = ABAN .

3. Pe o dreapta d consideram punctele A, A, A, A, A, ..., A, in aceastd ordine, astfel incat
AA=1cm, AA =2 cm, AA=2"cm, AA =2°cm, .., A_A =2"" cm. Aritati cd nu
exista pe{O,l,Z,...,n} astfel incat A, sa fie mijlocul segmentului AA;, oricare ar fi
i, j 6{0,1,2,...,n}, i<j.

4. Fie O un punct in plan. Se considera toate semidreptele cu originea in O, care se coloreaza
in rosu sau in negru. Aratati ca exista trei semidrepte [OA, [OB, [OC 1in aceeasi culoare astfel

incat [OB sa fie bisectoarea unghiului AOC .
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1
Fie n cel mai mic numar natural nenul care impartit la numerele naturale a,b,c da caturile

C,,C,, respectiv c, si resturile a—1,b—1, respectiv c—1. Daca a,b,csunt doud cate doua
prime intre ele, ardtati ca C, +C, +C,+3=ab+bc+ca.
Autor: Ton Voicu, Radulesti, lalomita

Detalii rezolvare Barem
asociat

Din teorema impartirii cu rest avem N=ac, +a—-1, n=bc,+b-1, n=cc,+c—1sau
n+l=a(c, +1), n+1=b(c,+1), n+1=c(c,+1).

De aici deduce cd n+1 este multiplu comun pentru numerele a,b,Csi cum n trebuie sa
fie cel mai mic avem n+1=[a,b,c] unde [a,b,c] este cel mai mic multiplu comun al 2p
numerelor a,b,c. Prin urmare n=[a,b,c]-1.

2p

Pe de alta parte, a,b,c fiind doud cate doud prime intre ele rezultd [a,b,c] =abc si

. 1p
atunci n=abc—-1.
Inlocuind in N=ac, +a—1 obtinem abc—1=ac, +a—1, de unde ¢, +1=bc. Analog
c,+1=ac si c;+1=ab. Adunand cele trei relatii obtinem 2p

c,+C,+C,+3=ab+bc+ca.

Subiectul 2
Fie M mijlocul segmentului AB. De aceeasi parte a dreptei  AB se considera semidreptele
[MN si [MP astfel incat [MN este bisectoarea unghiului BMP si [MP este bisectoarea

unghiului AMN . Dacd [MN]=[MP], aratati ci AABP = ABAN .
Autor: * **
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Detalii rezolvare Barem
asociat
P N
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[MN bisectoarea unghiului BMP implici XBMN = XNMP (1)
[MP bisectoarea unghiului AMN implica XAMP = XNMP (2) 3p
Din (1) si (2) rezultd M(£BMN) = m(£NMP) = m(£PMA) = 60°
AMBN = AMAP (LUL); [MB]=[MA] (ip), [MN]=[MP](ip), £BMN = XAMP
(dem). Obtinem [NB]=[PA] (3) si KMBN = XMAP (4) 2p
AABP = ABAN (LUL); [NB]=[PA] (din 3), «MBN = <MAP (din 4), [AB]=[ AB] 2
(latura comuna).

Subiectul 3
Pe o dreaptd d consideram punctele A, A,A, A, A, ..., A, in aceastd ordine, astfel incat

AA=1cm, AA =2 cm, AA=2"cm, AA=2°cm, .. A_A =2"" cm. Aritati cd nu
exista pe{O,l,Z,...,n} astfel incat Ap sa fie mijlocul segmentului AA,, oricare ar fi
i, j e{O,l,Z,...,n}, i<j.

Autor: lon Cicu, Bucuresti

Detalii rezolvare Barem
asociat

Ag A A Ay A
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Lungimea unui segment AA este AA =AA+AA+AA+..+A A adica

AA =1+2+2°+...+2" =2 -1, iar lungimea unui segment A A cu k<m este | 4p

AA, = AA, — AA =2" 2.

Presupunem cd existd p € {0,1, 2,..., n} astfel incat A, sa fie mijlocul segmentului AA;,
pentru i, j€{0,1,2,...n}, i< j. Atunci [AAp]E[Aij] de unde 2P —2' =21 -2° 1p
cui<p<j

Impértind ultima relatie prin 2' obtinem 2P —1=21" —2P" adicd un numar impar este
egal cu un numdr par. Contradictie. Prin urmare presupunerea facuta este falsa. In concluzie
nu existd p € {0,1,2,..., n} astfel incat Ap sa fie mijlocul segmentului AAJ. , oricare ar fi 2p

i,je{0,12,..,n},i<].
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Subiectul 4

Fie O un punct in plan. Se considera toate semidreptele cu originea in O, care se coloreaza in
rosu sau in negru. Aratati cd existd trei semidrepte [OA, [OB, [OC in aceeasi culoare astfel

incat [OB sa fie bisectoarea unghiului AOC .

Autor: GMB11/2015

Detalii rezolvare

Barem
asociat
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in figura de mai sus R reprezinta culoarea rosie, N reprezinti culoarea neagra, iar numerele
din paranteza indicd momentul desendrii. Consideram doud semidrepte de aceeasi culoare,
Sd zicem rosu.

Semidreptele (1) si (2) le presupunem rosii. Considerdim acum semidreapta (3) care
formeaza cu semidreapta (1) un unghi congruent cu unghiul format de semidreptele (1) si
(2). Semidreapta (3) poate fi rosie sau neagra.

Daca semidreapta (3) este rosie am terminat problema, semidrepta (1) este [OB, iar
semidreptele (2) si (3) sunt [OA si [OC.

Daca (3) este neagra construim semidreapta (4) care formeaza cu semidreapta (2) un unghi
congruent cu unghiul format de semidreptele (1) si (2). Semidreapta (4) poate fi rosie sau
neagra.

Daca (4) este rosie, atunci (2) =[OB, (1) =[OA si (4) =[OC.

4p

Dacéd semidreapta (4) este neagrd construim semidreapta (5) ca bisectoare a unghiului
format de semidreptele (1) si (2).
Daca semidreapta (5) este rosie, atunci (1), (2) si (5) verifica cerinta problemei; (5) =[OB,

(1) =[OA si (2) =[OC.

Daca (5) este neagrd, atunci (3), (4) si (5) verifica cerinta problemei; (5)=[OB,
(3)=[OAsi (4)=[OC.

3p
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