MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
SI CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ILFOV

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala -20.02.2016
Clasa a I X-a M,

Problema 1

Fie a,b,cGE,ooj si a+b+c=1.

Sa se arate ¢ v6a—1++/6b—1++/6c-1<3.

Problema 2

Sa se rezolve ecuatia: |X—1| +|X—2| +. ..+|X— 2015| = 2016(X— 2016) .

Problema 3
in A ABC se considera punctele M, N si P pe laturile AB, AC respectiv BC astfel incat
MA=—1MB , NC=—2NA, PC=2PEB.
3 3 9

a) Exprimati BN in functie de BA st BC
b) Aratati ca punctele M, N si P sunt coliniare

Problema 4
Aratati ca:
1 1 1 1 1 1 1 1 .
1-——+=———+...+ -——= + +...+ , hell™.
2 3 4 2n-1 2n n+l1 n+2 n+n
Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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INISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
SI CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ILFOV

Olimpiada Nationala de Matematica
o Buitosio Etapa locali -20.02.2016
i Lyt Clasa a X-a M,

Problema 1
Aratati ca functia f:R >R , f(x)=2[x]+{x}este injectivd, unde [X],{X}reprezinta partea

intreaga, respectiv partea fractionara a numarului real X.

Problema 2
Fiez), z;, z3 € C, cu |z|=|z,|=|z;|=1si 7,7,2, # -1. Si se arate ci:

Z1+zy+z3+z12p+2123+223
= e R

1421223
Problema 3
a). Sa se verifice egalitatea: log, a,-log, a;-log, a,-...-log, & =1,unde a; € R}\{1},i=1,n,
neN,n>2
b). Sd se demonstreze ci: ! s >n, unde a,a,,...,a,<(0,1) sau
log, a, log, &, log, &
a,a,,...,a, €(1,).
Problema 4

Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: —X° +4x—3+ 2" +4*1 =5,

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
SI CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ILFOV

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala -20.02.2016
Clasa a XI-a M,

Problema 1

In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera punctele 4, (n + 1,n* + 1),n € N'si O(0,0).
a) Calculati aria triunghiului OA A, ;.

b) Notam cu f(n)aria triunghiului OA A,,;. Sd se determinen € N*  pentru care f(n)este

minima.

Problema 2

Sa se calculeze lim {f\/nz +n +1} , unde {X} reprezinta partea fractionara a numarului real X.

n—oo

Problema 3
al o0 1 -a -1
Fie A=|1 0 1 |siB=|-a a’° a
0 1 -a -1 a 1

a) Calculati ABsi BA.

b) Ardtati ca (A+B)" = A"+B", (V)n € N* 5i(V)a € R,

Problema 4

Sa se studieze monotonia si marginirea sirului (X, ), , definit prin:

1 a . TIPS < s
X >0, X, = —(xn + —j, n € N*, a>0 si sa se determine limita sirului (daca aceasta exista).
X

n

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ILFOV

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala -20.02.2016
Clasa a Xll-a M,

Problema 1

1 2009 2009
ST . . 1+x +1-x
Aratati ca valoarea integralei I 1+x) 1-x)

’ 1+ %2

0

dx este un numar irational.

Problema 2

X 2 2
Sa se calculeze integralele I:.[ex+‘;xz+lfx+jdx si J :I - ‘;Xz ix 2
e +8X"+4x+ € +oX" +4X+

Problema 3

az-(x+y).

Fie a > 0 si G=(—a,a).Pe G se defineste legea de compozitie x*y = Zen
+

a) Aritati ci (G,*) este grup abelian.
b) Se defineste functiaf: G - R, f(t)=F(t)-F(0), (v)x € R ,unde F este primitiva a functiei

> (V) x e G. Demonstrati ci f este izomorfism intre grupurile (G,*)

g:G-> R 9(x) =
si (R, +).

a’—x

Problema 4
Fie H = {4 € M,(R)|A* - A = I,},unde A' este transpusa matricei A. Demonstrati ci :

a) (V)AeH=detAe{-11}.

b) (H,-)este subgrup al grupului (M,-), unde M = {X € M,(R)|detA # 0}.

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ILFOV

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala -20.02.2016
Clasa a IX-a M,

Problema 1

2lx —y|+3|lx+1| =7

Rezolvati sistemul : {3|x —yl+2lx+1]=8"

Problema 2

a) Demonstrati ca numereleﬁ v/13, ¥21 nu pot fi termenii consecutivi ai unei progresii
aritmetice.

b) Sa se determine progresia aritmetica, cu proprietatea ca suma primilor n termeni ai sai este data

de formula: S, =5n* +6n.

Problema 3
a) Stabiliti valoarea de adevir a propozitiei :” Numirul n®+n+41leste prim pentru (V)n € N*.

Justificati raspunsul.

b)Demonstrati prin inductie matematicd urmatoarea egalitate :

n(n+1)(2n+1)

12+ 2% 4+ +n? = -

,(V)n € N*,
Problema 4
Se considera paralelogramul ABCD si punctele E si F astfel incat AE= EB, DF = 2FE.

Sa se demonstreze ca punctele A, F si C sunt coliniare.

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
SI CERCETARII STIINTIFICE

k. impiada Nationala de Matematica
} jiz“ win.we  Etapalocala -20.02.2016
L i Clasa a X-a M,

Problema 1

a) Aratati cd numerele p =log, 25—1l0g,10+1log,18 si q= 8'°9: % gt intregi.

b) Sa se arate cd urmatoarea expresie este constanta :

~ 1 . 1 2
log, 2-log, 4 log,4-log, 8 3(Iogx2)2'

Problema 2
a) Determinati numarul real m pentru care numarul z =5i° +4mi* +3mi® +2i* +mi este real.

2470
z

6.

b) Sa se determine z € C stiind ca

Problema 3
a) Fie functiile f, g: R > R, f(x) = =3x+9 si g(x)=(2m+1)x+3.
Si se determine m € R , astfel incat g = f ™, unde f ™ este inversa functiei f.

b) Sa se determine functia putere f: R — R, f(x) = x™ unde n € N*, stiind ¢ f (4)+ f (2)=20.

Problema 4
a) Aritati cidacip € R si \/2p+6 =4, atunci 3/5p + 2 € R

b) Si se rezolve in R ecuatia irationald : X—3+311-x =2,

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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INISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
SI CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ILFOV

limpiada Nationala de Matematica
- Etapa locala -20.02.2016
g Clasa a XI-a M,

Problema 1

Determinati numerele reale a si b astfel incat sa avem:

Iim(\/x2+x+l—ax—b):g.

X—>00

Problema 2
a; az; as

Sa se calculeze determinantul: [@4 Qs dg|, stiind ca numerele aq,a,, ...,agsunt in progresie
a; a; I

aritmetica.

Problema 3

Fie functia f: R > R x beR

‘R - = —
ie functia f , f(x) — o wbE

a) Determinati a,b € R, astfel incat dreapta de ecuatic y=x—2 sa fie asimptota spre +oo la

graficul  functiei f.

b) Pentru a=1 si b =2, stabiliti daca graficul functiei admite si alte asimptote.

Problema 4

1 1 1
Se considera matricead(a) = (0 1 1) ,a€ER
0 0 a

a) Determinati matricele A’ (1) si A® (1)

b) Determinati inversa matricei C = A(1).

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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INISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
SI CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ILFOV

Olimpiada Nationala de Matematica

" 2‘[ 0,7k0 Etapa locala -20.02.2016
- Clasa a Xll-a M,
Problema 1

Fie M= (0, =) si a,be M. Definim legea de compozitie acb = In( e* +e" —1).

a) Sa se arate ca M este parte stabila a lui R in raport cu legea o.

b) Aratati ca legea o este asociativa.

Problema 2

. _((2x 3y 2 2
Fle.G—{(y 2x)|x,ye]R, 4x“ — 3y —1}

Sa se arate ca G este grup comutativ in raport cu inmultirea matricelor.

Problema 3
. 1 x™ "
FIEIn = fO mdx, neN
a) Calculati I si I5.
b) Aratati ¢a Iz + I = — , (¥)n € N’

Problema 4

x24+ax+1 ,Xx<1

sa fie o
34+ x2—4x+b,x>1

a) Determinati a, b € R, astfel incat functia F: R - R, F(x) = {
primitiva pentru o functie f: R - R

b) Aflati functia f.

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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