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DETERMINANTI

Probleme de algebra tip BAC selectate din 100 variante BAC M2 — SNEE 2009

DETERMINANTI POLINOMIALI

Problema 1
XXy X3

1. Se considerd determinantul d =|x, x3; x|, unde x;,x,,x;€ R sunt solutiile ecuatiei X —3x+2=0.
X3oox X

a) Sa se calculeze x| +x, +x3 .
b) Si se arate ca xf + xg + ,\”; =—6.

¢) Sa se calculeze valoarea determinantului 4.
Problema 2
a & @

1. Se considera determinantul d =|¢ a b|, unde a.b,ce R .
b ¢ a

a) Pentru a =2, b=1 s1 ¢ =—1, sa se calculeze determinantul o .

1
b) Sa se verifice ca d =5(a +b+c)(a —b)2 + (b —c)2 +(c— a)z), oricare ar fi a,b,ce R.

2.\’ —_\).T 5.\‘
¢) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia [5° 2% 3%(=0.
3 5
Problema 3
XXy X3
5 . % A SR B
1. Se considera determinantul d =|x, x; x|, unde x;,x,,x; € R sunt solutiile ecuatiei x” —2x=0.
X3 X} Xy
a) Sa se calculeze x; +x, +x;.
" 2 2 )
b) Sa se calculeze x;” +x," +x37.
¢) Sa se calculeze determinantul 4.

Problema 4
a b ¢

1. Se considerd determinantul A=|¢ a b| cu a,b,ce R.
b ¢ a
a) Stiindca a=—-1, h=0 si ¢ =1, sa se calculeze determinantul A .

b) Si se arate ci A:(a+b+c)(.cr2 +5% +¢2 —ab—ac—bc), Ya,b,ce R.
2% 1 1

¢) Saserezolveecuatia [1 2% 1|=0,xeR.

I 1 ¥
Problema 5
E I 1
1. Se considera determinantul D(a)=|l 3 9|, unde g este numar real.
1 a o

a) Sa se calculeze determinantul (9).

b) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia D(a)=0.

¢) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia D(S‘Y ) =0.



Problema 6

1 1 a
1. Se considerd determinantul D(a) =|1 a 1|, unde g este un numar real.
a 1 1

a) Sa se calculeze valoarea determinantului pentru a =—1.
2 "
b) Si se demonstreze ca D(a) =—(a-— l)' (a+ 2) , pentru orice ¢ numar real.

¢) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia D ( a) =—4.

Problema 7
1 x ab

1. Se considera determinantul D(a:b:x)=|l a bx|,unde a,b §i x sunt numere reale.
1 b ax

a) Sa se calculeze D(L:L0).
b) Sa se demonstreze cd D(a;b;x) nu depinde de numarul real x.

¢) Si se rezolve ecuatia D(a:b;x) =0, unde a si b sunt numere reale pozitive.

‘ APLICATII ALE DETERMINANTILOR iN GEOMETRIE

Problema 8
1. In reperul cartezian xOy se considera punctele O(0,0) s1 4, (n,2n+1), ne N.

a) Sd se determine ecuatia drepte1 A, 4,.
b) Sa se calculeze aria triunghiului 04, 4,.
¢) Si se arate cd toate punctele 4, (n,2n+1), ne N sunt coliniare.
Problema 9
1. In reperul cartezian xOy se considera punctele J(0,0) si 4, (n+2.3n—2) , ne N.
a) Sa se scrie ecuatia dreptei determinate de punctele 4, si A4, .
b) Sa se calculeze aria triunghiului O4, 4, .
c) Sa se demonstreze ca pentru orice ne N, n =3, punctele 4, 4, si 4, sunt coliniare.

Problema 10
1. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4(7.4), B(a,a) si C(3,-2) unde ac R.

a) Pentru a =0 sa se calculeze aria triunghiului 4BC .

b) Pentru o = -2 sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele B si C.

¢) Sa se determine ge R, astfel incét punctele B, C'si M (x,—2) sunt coliniare, pentru orice xe R .
Problema 11
1. In reperul cartezian xOy se considera punctele O(0,0) si 4,(n,2"), ne N.

a) Si se demonstreze ¢ punctele O, 4;, 4, sunt coliniare.

b) Sa se determine numarul de drepte care trec prin cel putin doua dintre punctele O, 4,,4,.4,.
4

¢) Sa se calculeze aria triunghiului determinat de punctele A neN.

710 ‘2415 A2
Problema 12

n .
1. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4 H[logz (%] . log; 9”} si B, (-n,2n) , ne N" .

a) Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele B si B, .

b) Sé se arate ca A, = B, , oricare ar fi ne N".

ne
¢) Sa se demonstreze ca pentru orice n€ N, punctul A, apartine dreptei 4,4, .
Problema 13
1. In reperul cartezian xOy se considerd punctele O(0, 0) si A,(n,n+2), Vne N.

a) Sa se determine ecuatia dreptei 4 (4, .
b) Sa se demonstreze ca punctele 4,,4;. 4, sunt coliniare.

¢) Sa se arate cd aria triunghiului O4, 4, ., nu depinde de numérul natural ».



Problema 14
1. Se considera punctele 4, (n,nl), unde ne N.

a) S se determine ecuatia drepte1 4,4, .
b) Sa se calculeze aria triunghiului 4, 4, 4, .
¢) Sa se arate cd pentru orice m,n,p€ N, distincte doud cite doud, aria triunghiului 4, 4,4, este un
numar natural.
Problema 15
1. In reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(2.1).B(L2) si C, (n,—n), cu ne Z.
a) Sa se scrie ecuatia dreptei C,C,.

b) Sa se arate ca oricare ar fi ne Z~ punctele 0,C,.C sunt coliniare.

n+l:
¢) Si se calculeze aria triunghiului 4ABC; .

Problema 16 o

1. In reperul cartezian xOy se considerd dreptele AB:x+2y—4=0 si BC:3x+y—-2=0.
a) Sa se determine coordonatele punctului 5.
b) Pentru A(4,0),B (0,2)1C(1,—1) sd se scrie ecuatia medianet triunghiului 4BC, duse din varful C .

¢) Pentru 4(4,0).B(0,2),C(L.—1) sa se calculeze aria triunghiului ABC .

‘ APLICATII ALE DETERMINANTILOR LA REZOLVAREA SISTEMELOR LINIARE

Problema 17
[ x+y+z=1 |
1. Se considera sistemul de ecuatii { x+2y+az=1 simatricea A(a)=|1 2 a |e M;(R).
L‘+4y+azz=l 1 4 a°
a) Sa se calculeze det(A(4)).
b) Sa se determine ae R pentru care matricea A(a) este inversabila.
¢) Pentru ae R\ {1.2} sa se rezolve sistemul.

Problema 18
x—2yp+Fz==3

1. Se considera sistemul < 2x+ y+z=4 ,unde m este un parametru real.

mx—y+4z=1

a) Si se arate ¢a pentru orice m numdr real tripletul (0;3;1) este solutie a sistemului.

b) Sa se determine valorile parametrului real m pentru care sistemul admite solutie unica.
¢) Pentru 71 #3 si se rezolve sistemul.
Problema 19
2x—=5y+4z=0
1. Se considera sistemul de ecuatii < —3x+ y+z=-1,cu g Z . Se noteaza cu 4 matricea sistemului.
2x—z=d
a) Sa se calculeze determinantul matricei 4.
b) Pentru a =1 sa se rezolve sistemul.
¢) Sa se determine cea mai mica valoare a numarului natural @ pentru care solutia sistemului este
formata din trei numere naturale.

Problema 20 _
x—ay—z=0 1 —a -1

1. Se considerd sistemul < x+4y—2z=16 .unde ge R si matricea sistemului 4=/1 4 -2 |.
x—2y+2z=-6 1 -2 2
a) Sa se determine valorile reale ale Iui g astfel incat matricea 4 sa fie inversabila.
b) Sa se calculeze A* unde 4 =4-4.
¢) Sa se rezolve sistemul pentrua = 1.



Problema 21
Jx +y+3z=0

1. Se considera sistemul < 2x — y +mz = 0. cu m parametru real si 4 matricea sistemului.
]Ax+y+52:0
a) Sa se calculeze determinantul matricei 4 pentru m=1.

b) Sa se determine parametrul real m stiind ci determinantul matricei sistemului este nul.
¢) Pentru m # —1 sa se rezolve sistemul.

Problema 22
x+ay+a‘z=a
1. Se considera sistemul de ecuatii { x + by + b?z=b,unde a.b,ce R, sunt distincte doua cte doud.
x+ey+ciz=c
a) Sa se rezolve sistemul pentru a=0, b=1s1¢=2.
b) Sa se verifice ca det (4)=(a—b)(b—c)(c—a),unde A este matricea asociata sistemului.
¢) Sa se demonstreze ca solutia sistemului nu depinde de numerele reale a,b si c.

Problema 23 _
xEptag==_

1. Se considera sistemul { 2x+y—z=3,unde ae K.
x—y+2z=a
a) Sa se calculeze determinantul matricei asociate sistemului.

b) Pentru a =0 sa se rezolve sistemul.
c¢) Sa se determine g < R astfel incét solutia sistemului sa verifice relatia x=y +z.

Problema 24

Problema 25
x+3y+2z=>h

1. Se considera sistemul < x—2y+az=5, unde a,he R.
x+y+4z=4
a) Si se calculeze determinantul matricei asociate sistemului.
b) Pentru a =—1 s1 b =2 sa se rezolve sistemul.
¢) Si se determine numdrul real 5, stiind ca (xo, yO,ZO) este solutie a sistemului 1 ¢d x, + ¥, +2, =4.

Problema 26
x+4y+4z=15

1. Se considera sistemul <3x+(a+4)y+5z=22 ,unde ae R.
3x+2y+(3—a)z=16
a) Pentru ¢ =1 sa se calculeze determinantul matricei asociate sistemului.

b) Sa se arate cd tripletul (7,1,1) nu poate fi solutie a sistemului, oricare ar fi ae R.

¢) Si se determine solutia (xg,1,Zz)a sistemului pentru care y, + 2z, =3.
Problema 27
x—2y+3z=-3

1. Se considera sistemul de ecuatii < 2x+v+z=4 ,unde me R.
mx—y+4dz=1

a) Si se determine m € R astfel incat (2.1,—1) sa fie o solutie sistemului.

1 -2 3
b) Sa se rezolve ecuatia |2 1 1|=m” —3m.unde me R.
m -1 4

¢) Pentru m =-35 sa se rezolve sistemul de ecuatii.



Problema 28
x+tay+2z=1 1 a 2
1. Se considera sistemul < x+(2a—1)y+3z=1.unde a€ R si matricea sistemului 4={1 2a-1 3
x+ay+(a-3)z=1 1 a a-3
a) Sa se arate ca det(A) =a’—6a+5.

b) Sa se rezolve ecuatia det(4)=0.

¢) Pentru ¢ =0 sa se rezolve sistemul in mulfimea numerelor reale.
Problema 29

2x+ay+z=0 2 a 1
1. Se considera sistemul < x+y+z=0 ,unde g este numar real si matricea sistemului 4={ 1 1 1|
x—y+2z=0 1 -1 2

a) Pentru ¢ =0 si se calculeze 4°, unde 4° =4 4.

b) Sa se determine valorile reale ale numarului g pentru care matricea A este inversabila.

¢) Pentru ae R\ {4} s se rezolve sistemul in multimea numerelor reale.
Problema 30

x+y+z=0 1 1 1

1. Se considera sistemul { ax+2y+4z=0 ,cu g R si matricea sistemului A= a 2 4
a’x+4y+162=0 a 4 16
a) Pentru g =1 sa se calculeze determinantul matricei A .
b) Si se determine multimea valorilor reale ale numarului @ pentru care det (A) #0.

¢) Sa se rezolve sistemul pentru ae R\{2;4}.

SUCCES!



MATRICE

Probleme de algebra tip BAC sel din 100 variante BAC M2 — SNEE 2009

PROBLEME CU MATRICE DE ORDIN DOI

Problema 1

- 1 0 4
1. In multimea M, (R) se considera matricele 7, = (0 ] A= [2

i ]@i X(a@)=1,+ad.unde ae R.

a) Sa se calculeze 4°, unde AP=44-4.

b) Sa se verifice daca X (a)- X(b) =X (a+b+ab), oricare ar fi numerele a,be R.

¢) Si se calculeze suma X (1)+ X(2)+ X (3)+...+ X (2009).
Problema 2

x—3 1
1 x—3

a) Sa se determine x real, stiind ca det(.4)=0.

1 0
1. Se considera matricea A :{ J_, yeR.Senoteazd A=A A . :[ }

0 1

b) Sa se verifice egalitatea 47 = (2x—6)4- (xz —6E+ 8) 15

¢) Sa se determine x€ R pentru care A° =24
Problema 3

p . 3 4 1. 2% . 1 O
1. Se considera matricele 4= , B= s11, = )
2 B 1 1 0 1

. ; 2
a) Sa se calculeze matricea B”,unde B> =B-5.

) g 3 -4
b) Si se verifice cd A 1:( 5 3 ]

¢) Sa se arate ca C4:64-Iz,unde C=B> 44 gi ©F =00 .
Problema 4

50
1. Se considerd matricea 4= e M,(R).Senoteazd 4" =4-4-..-4.
0 1 de n ori

a) Si se calculeze 4%+ 4.

" i ; ;
b) Stiind ca 4" :( J , pentru oricare ne N, n > 2, sa se rezolve ecuatia d.et(A") =2.5"-125.
0 1

¢) Sa se determine transpusa matricei B= 4+ 47 +...+ 477,
Problema 5

5 . } s ; ifa BY 4 (a e fr 0y ... [0 0O
1. In multimea JMz(Z) se considera matricele .4—(0 d}.,A _(b d}’f3‘(o 1}§1 02—(0 O]'

a) Sa se determine numerele intregi a, b, ¢, d astfel incat 4+2/, =0, .
b) S se calculeze determinantul matricei B=A4— A4".

¢) Sa se arate cd, daca 4+ 4" =21 », atunei determinantul matricer 4 — A" este un numar divizibil cu 4.
Problema 6

2 3
1. Se considera matricea 4 = {I 2} |

a) Sa se calculeze det(A4).
b) Si se demonstreze cd 4°=74.unde 43 =4-4-4.

¢) Sa se demonstreze cd 4-B=A4,unde B = L. 61, si A*=4-4.
Problema 7

b
1. Se considera mulfimea M = J [a ]

1 b o
a) Sd se arate cd [, € M.
b) Stiind cd A4, Be M ,sasearatecd A+Be M.

1 0
a,b,ce R} si matricea /, :{O I]’

¢) Si se demonstreze ca det(.4B—BA)=>0, oricare ar fi 4, Be M.

-6 -



Problema 8

) . , v o9
1. Se considera matricele U=(0 0), X=(x y)siV :[1

] cuv,x,ye R.

1,‘

a) Sise arate cidaca X -V =U, atunci x- (v2=9)=0.

b) Sa se determine valorile reale ale numarului v pentru care determinantul matricei 7 este nenul.

3x+y=0
¢) Sa se determine trei solutii distincte ale sistemului de ecuatii : ;
9x+3y=0
Problema 9
A . a+hb b 2
1. Se considerd multimea G =< 4= 5 5 ‘ a,beZ, a =1;.

, : , , 0 0 . L.
a) Si se verifice dacd matricele /, = [0 1} sirespectiv O, = (O 0} apartin multimii G.

a+b b

]:ab +bB | oricare a, be 7.
-b  a- -

b) Sa se determine matricea Be M, (Z) astfel incat {

¢) Sa se demonstreze c¢a inversa oricarel matrice din G este tot o0 matrice din G.
Problema 10
b

a

1. Se considera multimea G = {[ 'jb J| a,be 7, a’ -3b% =1} c M- (Z).

. ' 1 10 : 0 0
a) Sa se verifice ca 7, = eG 510, = ¢ G.
=01 0 0

b) Sa se arate ci pentru orice doua matrice 4,B€ (¢ are loc egalitatea 4-B=5- 4.
¢) Sa se demonstreze ca inversa oricarei matrice din (¢ apartine mulfimii G.
Problema 11

. . 00 1 0) . (01 i
1. Se considerd matricele O, = 6 ol I, = G 1 si A= 5 ,unde a.be Z . Senoteazd 4~ =4-4.
a

a) Si se calculeze 4°.

b) Sa se verifice ca A% =al, +bA .

¢) Stiind cd X e A4 (Z) si AX = XA, sa se arate ca existd m,ne Z astfel incit X =ml, +nd.
Problema 12

: : 11 1 -1y | 0 0
1. Se considera matricele 4= . Bi= si O, = i
i I -1 = lo o

a) Sa se calculeze A? ,unde A =deA.
b) Sa se verifice cd AB—-2B=0,.
¢) Sé se arate ca daca X e A4 (R) si 4-X-B=0,, atunci suma elementelor matricei X este

egald cu zero.
Problema 13

1 0 1 -1
1. Se considera multimea M :{m’z + bV ‘a,be R} ,unde 7, :(0 IJ 51V :(I l}'
a) Sé se verifice cd [, e M .
b) Sa se arate ca daca 4 M si 4 este matrice inversabila, atunci a #0.

¢)Stiindca 4,Be M ,sasearateca 4Be M .
Problema 14

: , 1 0) . a b)) _. 5
1. Se considera matricele 7, = i $1 A= p din M, (R). Senoteaza 4° =A-A4.
c

a) Si se calculeze 4°.
b) Si se verifice ca A° =(a+d)A—(ad —bc)I,.
¢) Stiindcd a+d 20 si Me My(R) cu A*M = MA?, sa se demonstreze cd AM = MA .



Problema 15
1. In multimea At (]R) notim cu 4’ transpusa matricei A .

) 10
a) Sa se calculeze 7, +(7,) ,unde I, = 0 1)

b) Sa se demonstreze ci pentru orice A€ A4 (R) si me R are loc relatia (mA)f =mA" .

0 0
¢) Sa se determine matricele A€ 14 (R) pentru care A+ 4" =0,,unde O, = (O O] .

Problema 16

. . 2 4 1 0 0 0)
1. Se considera matricele 4= Ay = .0, = siB=1,+4.Senoteaza
-1 -2 0 1 - 00 -

X'=X-X-.-X.

\—,—/
de n ori

a) S se verifice cd 4% =0,.

b) Sa se calculeze inversa matricei B .

¢) Si se determine x€ R pentru care B — B =x4.
Problema 17

3 1 ) | .
J, b A :{O I] si mulpmeaC(A):{Xe M, (R)| X4 = 4X§.

1. Se considerd matricele 4= [ -

, . e 0 a
a) Sa se determine numerele reale a s1 b astfel incat A- [b OJ =1.

b) Si se demonstreze ca 4-B= A, unde B= 4° — 21, si A =4-4.
- . o a 3b
c) Sé se arate cd daca X e C'(4), atunci exista a,be R astfel incat X = 2 .
a

Problema 18

1

' 1 0
a,b,ce R} s1 matricea /, :( J
c a 0

b
1. Se considera mulfimea M = {[ . J

a) Sdasearatecd [, e M.

b) Stiindca 4,Be M, sisearateca A+ Be M.

¢) Sa se demonstreze ca det(AB - BA) <0,oricarear fi 4, Be M.
Problema 19

2 : , ; ; . 4 -6
1. In multimea matricelor pétratice M »( ]R) se considerd matricea 4 = (2 J :

Senoteazd A" =A4-.. -4, neN".
[ —"

de n ori

a) Sa se arate ca A +A*=24.
X 0
b) Sa se determine matricele X € M ,(R), X = (; J , astfel incat det( X +4)=2.

X
nin+1 A
¢) Stiindca A" = 4, Vne N' |, sd se demonstreze ¢cd A+2.4% +.. +nd" = ( > ) A, VYneN".

Problema 20

. , ; . |
1. In multimea M, (R) se considera matricea 4 = .Senoteazd A" =A4- -4, neN .
) 2 2 de n;

a) Sa se demonstreze ca A*=34.
b) Sa se calculeze det(Aw) :

1 0
¢) Sa se determine inversa matriceli B=4+7,,unde [, = (O { ]



Problema 21
-2

1 2 4
1. Se considerd matricele 4= [2 ] . Bi= ( 5 i

. 1 0%,
i j s1 IQ:[O I]m My (R).
a) Si se verifice ca AB=BA.
b) Sa se calculeze A% + Bz,unde A=A 4 si B2 =B-B.
¢)Siasearateca C*=5%.7,, unde C=4+B i C*=C-C-C-C.
Problema 22 _
. . a b , i 1 0
1. Se considera multimea M = {A(a, b) =( J a,be R} si matricea I, = ( ] ;
-b a-b 0 1
a) Sa se calculeze determinantul matricei A(1,1).
b) Sa se demonstreze ca daca 4,Be M, atunci 4+Be M.

¢) Sa se arate ca det(]2 — A(O,b))¢ 0, oricare ar i he R .
Problema 23

2
1. Se considera matricea A = . Se noteaza O, = ¢u si A" =A4-A-...- A, oricare
1 -3 il L .

e nori

arfi ne N™.

a) Sa se calculeze determinantul matricei 4.

b) Si se arate cd A7 + 4> = O, .

¢) Sa se calculeze suma A +2- P s |
Problema 24

. . 2 -1 1 0 0 0y . .
1. Se considera matricele 4= Ty = 5 1 = si multimea
4 - 0 1 0 0 )

G :{MI(.\", )| M (x,y)=xl, + y4, x,y€ R} c A, (R).

a) Si se verifice cd 42 =0,,unde 4> =4-4.

b) Si se determine inversa matricei M (1,1).

¢) Si se determine matricele inversabile din multimea G .
Problema 25

. , 4 1 1 0) . . .
1. Se considerd matricele A:{4 I]’ 5 :(D 1} si multimea G:{X(a)‘ aeR siX(a)=1, +aA} :

a) Si se verifice dacd 7, aparfine multimii G.
b) Sa se arate ¢i X (a)- X(b)=X(a+b+ S5ab), Va,be R.

I . .. . —a
¢) Sa se arate ca pentru a # —g mversa matricei X ( a) este matricea X [ T ] )
+D2a

Problema 26
, , -1 2 Xy 0 0) . 1o
1. Se considerad matricele 4= , B= " %yz,teQ, Oy = s1 [, = :
10 ) 0 0)7 201

z
a) Sa se calculeze det (A;l2 ) ,stiindcd 4> =4- A
b) Sa se determine x,y,z,fe Q) stiindca 4-B=1,.
¢) Stiind ca 4-B =1, si se calculeze § =(B™' — 4)*.
Problema 27
1. Fie functia f: M, (R) = M, (R) definita prin /(4)= A4+ A", unde A’ este transpusa matricei A.
a) Sd se calculeze 1(/,).

b) S se demonstreze ¢i (4+B) =4+ B, oricare ar fi 4, Be M, (R).

0 0
¢) Sa se determine matricele A€ M, (R) pentru care det 4 =1 si f(4)=0,,unde O, = [D 0] '



Problema 28

. . Il a
1. Se considera matricele M, = LO i J unde ae K.

a) Sa se calculeze det(M, +M,).

b) Sa se calculeze M2, unde M7 =M, -M,,.
¢) Sa se determine matricele X € 14 (R) pentru care M,X = XM, oricare ar fi ae R
Problema 29

. , . 1+5x —2x
1.In M(R) se considerd matricele 4(x)= qaeR,
- 10x 1—4x

a) Sa se calculeze A(1)- A(-1).

2

=(A(x))-(A(x)).

b) Sa se arate ca (4(\))2 = A((x+ 1)2 = 1) , pentru orice x real, unde (4(x))

¢) Sé se determine inversa matricei A(1).
Problema 30

X . ] . 0 1) . 0 0
1. In multimea M, (R) se considera matricele 4= - 510, = 5 B

a) Si se calculeze det(A2 y,unde 4% =A4-4.

a b
b) Sa se arate ca daca X e M, (R) si X4 =A4X , atunci existd a,be R, astfel incat X :{O } .
a

c) Sa se arate ci dacd ¥ e M, (R), atunci ecuatia ¥ % = 4 nu are solutie in M »(R).

Problema 31
J ax+2y=0

1. Se considera sistemul 1

. a 2 , , . 0 0 I 0
cuageRsid= matricea sistemului. O, = Iy = :
4 1 - Lo 0 0 1

4x+y=0
Se noteazd 4 =A-4.

a) Pentru g =—1 sa se rezolve sistemul.

b) Si se verifice egalitatea 4° —(a+1)A+(a—8)1, =0,.

¢) Si se determine g€ R stiind ca matricea 4 verifica egalitatea 4> =91 5.

Problema 32
x—3

1

a) Sa se determine numarul real x pentru care det(4)=0.

1 1 0
1. Se considera matricele A :( %] cuxeR si [, = [0 IJ' Senoteaza 4=A4-4.
x=:

b) Sa se verifice egalitatea 4” =(2x—6)4— (xz —6x+ 8) I,

¢) Sa se determine numarul real x pentru care A° =24 .

Problema 33

e b (R)
= I ).

4 2

1. Se considera matricea 4 :(

a) Sa se calculeze 4%, unde A% =A- A

b) Sa se demonstreze ca (A+1, )_1 =A-1,,unde I, :((l) (1)]

¢) Sa se determine numerele reale x pentru care det(xle) = x% det (A).
Problema 34

5 4 8 1 0
1. In multimea M, (R) se considerd matricele A:(Z 4}, 1, :[O I} si X(a)=1,+ad, unde ae R.

a) Sa se demonstreze ca A> =84 ,unde 4> =A-4.
b) Si se calculeze det X (a).
¢) Sa se demonstreze ¢cd X (a)- X (b)=X(a+b+8ab), oricare ar fi a,be R.
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Problema 35
b

1. Se considera mulfimea matricelor G = {Z ]‘ a,be Z} ;
a

a) Pentru 4,Be G, si se demonstreze ca 4+ Be G .

b) Sa se arate ¢i matricea Ce G ., obtinutd pentru a =5 si b =3, verifica relatia C* =10C —161 25

0 1

¢) Pentru a,be N si se determine o matrice De G care are proprietatea ¢ det(D)=2008.
Problema 36

s 1 0
wnde: C° =€+C §i[2:( ]

0 a b
1. Se considera matricele O, = (O OJ . A4 :ﬂ d] din M, (R). Se noteaza cu 4" transpusa matricei 4.
c )

a) Stiind ¢i ad =4 §i be=3, s se calculeze det(4)

b) Si se calculeze 4-4".
¢) Sa se demonstreze ca daca suma elementelor matricei 44" este egala cu 0, atunci det(.4)=0.

Problema 37

a—1 1 x |
1. Se considerd matricele A:( 2], ae R,X:{ ] cux.yelR si 82[4)
a y

a) Si se determine a< R astfel incat det (4) =0,

) " 2 -1
b) Pentru 4 =3 sa se verifice ca 4 ! :( ¥ 7 ]
-3

¢) Pentru ¢ =3 sa se rezolve ecuatia matriciala 4- X =B .
Problema 38

I 1 0
1. Se considera matricele 4= 8l £5= .
1 -1 01

a) Sa se verifice ca 4% =2/, ,unde 4° = 4- 4.
b) Sa se determine x real astfel incét det(4—x7,)=0.

¢) Si se demonstreze ci A% X =X - 4%, pentru orice X € M, (R), unde A'=A4-4-4-4.
Problema 39

x 1 1 0
1. Se considera matricele A, = [ ! ] ,xreal i [, = {O l] _Senoteaza A2 =A, - A, .
¥

a) Sa se determine valorile reale ale numarului x pentru care det(.4, )=0.
b) Sa se determine numirul real x astfel incat A2 = I, .

¢) Sa se demonstreze ca A2 =2x4, +(1-x%)-I,.

Problema 40
. , ) il i 2
1. Se considerd matricele 4= — I, = = simultimea G :{Xe M, (R)‘X = X} , unde
X° = K

a) Sa se verificeca 4e G .
b) Sa se calculeze det(A3 -24°+ A). unde 4°'=4-4-4.

¢) Si se demonstreze ca (2X -1, )2 =1, ,oricarearfi Xe G.
Problema 41

, . 2 1 5 4 0 0) 1 0) .
1. Se considera matricele 4= . B , Oy = st [, = in M, (R) :
-1 2 0 0 0 1 -

| B
a) Sa se calculeze A-B.
b) Sé se rezolve ecuatia matriciala 4-X =B, unde Xe M, (RR).

¢) S se demonstreze ci matricea 4 verifici egalitatea 4> —44+51, =0, ,unde A =A4-A4.
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Problema 42 _
) ) g 2 1 0 X
1. Se considera matricele 4= = ,B= “leux,velR.
0 2 - 0 1 0 6 i

a) Sa se determine numarul real x astfel incat 4-B=B- 4.

b) Si se verifice ca A% = 4(A4— 1,) ., unde A’=4-4.

¢) Sa se determine numarul real g astfel incat A —ad* +44= O, . unde AA=A4-4-4.
Problema 43

- . , , 4 2 I 8% 0 0
1. In multimea M, (R) se considera matricele 4= ol = s1 O, = .
2 4) ° (01 - oo

a) Sa se calculeze det(4%),unde 4* =A4-A.

514

= 13 5
b) Sa se demonstreze ca 4" =27 [I% 1;} ,unde A5 =4%-4.

¢) Si se demonstreze ca matricea A verifica egalitatea A° —84 +121, = 0,.
Problema 44

) . 0 1 1 0y . , 9 )
1. Fie matricele 4= f B s Ig = & si multimea G={X6A/12(R)‘X =—Iz},undeX =X0¥,

a) Sa se verificecda Ae G .
: L [l ol ; i
b) Sa se demonstreze ca E(X—i-]z) :EX, oricarearfi Xe G .
¢) Sa se demonstreze ca orice matrice patratica de ordinul al doilea cu elemente numere reale pentru care

X oy
avem 4-X =X - A este de forma X:( - }, unde x,ye R.
—~y ¥

Problema 45

a c I 3
1. Se considera multimea M= {(b d} ab,c,de R} sl matricea 4 :[2 6} . Se noteaza cu X'

transpusa matricei X .

a) Si se calculeze 4" - 4.

a c¢
b) Sa se arate ca, pentru orice matrice X = (l d} din M , are loc egalitatea det(X X ) = (ad — bc)2 i
h

a c
¢) Si se arate ca, pentru orice matrice X = {b d}e M cu det (X X ) =0, are loc relatia %:§ ;
Problema 46

: ; i " 5 i & B i (& e (1 0y . . (0 O
1. In multimea JMZ(Z) se considera matricele A_(c d]"A _(b dJ’IZ_(O 1}@1 02_(0 0].

a) Si se determine numerele intregi a, b, ¢, d astfel incat 4+2/, =0, .

b) Si se calculeze determinantul matricei B= A4— A4".

¢) Si se arate cd, daca 4+ 4" =21 », atunei determinantul matricer 4 — A" este un numar divizibil cu 4.
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PROBLEME CU MATRICE DE ORDIN TREI

Problema 47

1 0 0 T VR
1. Se considera matricele /3={0 1 0|si X=/0 1 1| din AMs(R).Senoteaza X" =X -X-... X
;
0 0 1 0 0 1 de n ori
pentru orice ne N

a) Sa se calculeze X~
b) Sa se determine inversa matricei X .

¢) Si se determine numarul real » astfel incat X° =3X% 47X + 15

Problema 48
1 1 1 1 0 0 0 1 1

1. Se considerd matricele 4=/0 1 1|,/;3=[{0 1 0|siB=/0 0 1.Senoteazacu XX =X
0 0 1 0 0 1 0O 0 0

a) Sa se verificecd 4=1;+5B.

b) Si se calculeze suma 4° + B?.

. - . . g2
¢) Sa se calculeze mversa matricei 4~ .

Problema 49 _
a b e

1. Se considera multimea M =<0 a d ‘ a.b,e,de R simatricea 05 =

0 0 a

o o O
oo R o | R
o o O

a) Sd se arate ca Oy e M.
b) Sa se demonstreze ca produsul a doua matrice din M este o matrice din M .

¢) Stiindca 4e M si det(A) =0, sd se demonstreze ca 4= Oy, unde A=4-4-4.
Problema 50
1 Ina O
1. Se considerd matricele H (a) =0 1 O0|,unde a>0.
0 0 a
a) Sa se calculeze det(H(a)),Va > 0.
b) Sé se arate cd H(a)-H(b)=H(a-b), Va.b>0.

¢) Sa se calculeze determinantul matricei H (1)+H (2)+ H(3)+...+ H(2008).

Problema 51
L & e
1. Se considera multimea M =40 1 b | a,b,ceZ;.
0 0 1
1 2 1 L 3 1
a)Daca 4={0 1 3|s1B=|0 1 2|, sasecalculeze 4B.
0 0 1 0 0 1

b) Sa se demonstreze ca pentru oricare X,Y € M, rezultaca XV e M .

¢) Si se demonstreze ca, daca Ue M i VU =UTF, pentru orice V'€ M, atunci exista pe Z astfel incat

1 0 p
= T .
0 0 1
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Problema 52

I & 242
1. Se considera functia /:R — A4 (R), f(x)=|0 1 dx
0 0 1
a) Sa se calculeze 1(0)+ f(1).
1 0 0
b) Sasearateca f (1) f(-1)=L unde I;=|0 1 0.
0 0 1
¢) Sa se demonstreze ca [ (x + 1 ) oricare ar fi x, ye R.

Problema 53
11 0 01 0 10 0
1. Se considerd matricele 4=|0 1 1|,B=0 0 1|s1/;=|0 1 0].
0 0 1 0 0 0 0 0 1

a) Sasearate cd A=B+1,.
b) Si se demonstreze ci matricea 4 este inversabild si si se determine 4.

¢) Sa se determine numarul real a astfel incit det(X(a)) =(2 —1)3 ,unde X (a)=1I;+aAd
Problema 54

1 1 1 0 0
1. Se considera matricele X =|2|, ¥=| 2 |si 5={0 1 0 | Definim matricele 4=X-Y" si
3 -3 0 0 1
B(a)=aA+I;, unde ae R si ¥' este transpusa matricei Y.
1 2 3
a) Sa se arate cd matricea 4=|2 4 -6 |.
3 6 -9

b) Sa se calculeze determinantul matricei 4 .

¢) Sa se arate ca matricea B(a) este inversabila, oricare ar fi ae R\ {—}

Problema 55

1 0 0 1 0 0 1 0 0
1. Se considerd matricele A=|0 3 0, B=/2 3 0,=/0 1 0].
0 0 5 3 7 5 0 0 1

Pentru X e A% (R) se noteaza =X XK.
a) Sa se determine A7
b) Sa se rezolve ecuatia matricialda 4 - X =7, unde X e M, (R).

¢) Sa se calculeze (B - A)3 :
Problema 56

-1 -1 0 1 0 0
1. Se considera matricele 4= 1 0 0, I3=|0 1 0.
01 0 00 1

a) Sa se calculeze determinantul matricel A4 .

b) Si se calculeze 4°stiind ca 4> = 4 4.
¢) Si se calculeze inversa matricei 7 3+.4 .
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Problema 57
-1 1 3 1 00

1. Se considerd matricele 4= -2 2 6|, 5;=|0 1 0|siB=A-15.
-3 0 0 1

a) Sa se calculeze determinantul matricei A.

b) Si se calculeze 4> —B*,unde 4> =4-4siB*>=B-B.

: o 1
¢) Sa se arate cd inversa matricer B este B = EA -1;.

Problema 58

% =1 < =1 =1 =1 1 0 0
1. Se considera matricele 4=|-1 2 -1, B=|-1 -1 -1|stf;={0 1 0|.Senoteazi ek .
-1 -1 2 -1 =1 =l 0 01

a) Sa se calculeze AB.
b) Sa se demonstreze ca (A4 + B)2 — (A—B)2 = A% B2

¢) Sa se calculeze inversa matricei (4— B)Z .
Problema 59

0 0 1 1 0 0
1. Se considera matricele X =1 0 0], I;=/0 1 0] simultimea Gz{X” ne{l,2,3}},unde
01 0 0 0 1
X"=X-X...-X,neN .
%/—/
de n ori

a) Si se verifice cd X° = &y
b) Sa se calculeze det(13 +X+X2) :

¢) Sa se demonstreze ca, daca Y e G, atunci Y e
Problema 60

a 1 1 0 3 4 1 0 0
1. Se considerd matricele 4=|0 3 1|, B={0 0 3|, I;=[0 1 0] sifunctia /: M35(R)—>M;3(R),
0 0 3 0 0 0 0 0 1

f(X)=X?-3X+I;.unde X*=X-X.
a) Sa se calculeze det(Z; + B) .
b) Sa se demonstreze cd f(A4)=1;+B.

¢) Si se arate ci (f(A))3 =1,+3B+3B°, unde (f(A))3 =f(4) f(4) f(A).

Problema 61
2009 —1 -1

1 V2009 +1

1. a) Si se calculeze determinantul

X X . . .
b) Si se calculeze valoarea determinantului | “|.unde x; si x, sunt solutiile ecuatiei
x* —4x+2=0.
4 1 © 0 00
¢) Fie matricele 4=| -1 0 0|siOQ,=|0 0 O] Sisearateca 4’ + 4>+ 4=0;, unde
0 0 0 0 0 O

A =A-Agi =44
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Problema 62

a b b 1 11 1 0 0
1. Se considera multimea G=<\b a b |a,beZ; simatricele B=|1 1 1|sily={0 1 0.
b b a 1 b 3 0 0 1
a) Sa se verifice ca B>=3B.unde B>=B-B.
b) Sa se arate cd mly; +nBe G, oricare ar fi m,ne Z .
0 0 0
¢) Sa se arate ci daca 4e G §i 4> =05, atunci 4=0;,unde O;=|0 0 0|si 4°=4-4
0 0 0
Problema 63
L 2 -3
1.Fie matricea 4=|1 2 -3 |. Pentru ae R fixat, definim matricea B =ad + ;.
1L 2 -3
a) Sa se calculeze A%, unde 42 =4 A.
b) Si se demonstreze ca 2B— B =1,.
¢) Sa se determine B~
Problema 64
x v 1
1. Se considerd matricea M =| 1 2 1| cuxsiynumere reale. In reperul cartezian xOy se considera
0 3 1

punctele 4(1,2), B(0,3),0(0.,0) si C,,(n+1,2—n) cu ne N".
a) Sa se calculeze determinantul matricei M .
b) Sa se arate ca punctele 4.8 s1 C’, sunt coliniare.

¢) Sa se determine numarul natural nenul » astfel incat aria triunghiului 40C,, sa fie minima.

Problema 65

1 0 1 1 a b
1. In multimea M5 (Z) se considera matricele F=|0 1 0|si A=[0 1 ¢|.
0 0 1 0 0 1
2 3 4
a) Sa se determine numerele a,b si ¢ astfelincat 4+ F={0 2 5.
0 0 2
b) Sa se arate ca pentru a =c=0 si b=—1 matricea 4 este inversa matricei F.
1 2 3
¢) Saserezolve ecuatia F-X=|4 5 6|, unde Xe M;(Z).
7 8 9
Problema 66
1 L i
1. Fie matricea A(k)=|-2 x; xf ,eu ke{0,1,2}. x, =1 st x, x, sunt solutiile ecuatiei
=2 \Az Xx

x>+ x=2=0, X < Xy.
a) Sa se calculeze determinantul matricei A(0).
b) Sa se determine matricea A(1)+ A(2).

¢) Sa se calculeze suma elementelor matricei A(k), pentru fiecare ke {0,1,2} .
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Problema 67

;unde ae R, I, =

(= = T
= = O

0
0 | si multimea
1

fan T ST e
S O Q

0
1. Se considera matricele 4=| 0
a

G={xe M (R)| 4x =x4}.
a) Sa se calculezedet(4).
b) Sa se demonstreze ca AP X = X}iz, oricare ar fi X € M 3(R) , unde P

¢) Sa se arate ca daca a,be R, atunci matricea al; +b4e G .

Problema 68

4 -2 2 -2 2 2
1. In multimea M, (R) se considera matricele4=| 2 4 -2|,B=|-2 -2 -2|siC=4+B.
2 -2 4 -2 2 =2

Se noteazi cu X> =X - X
a) Sa se efectueze produsul A4- 8.
b) Sa se calculeze det(4)-det(B).

¢) Sa se demonstreze ci 4 — B” = 6(4+B).
Problema 69

1. Se considerda matricea A=|a 0 0 |,unde ae R. Se noteaza AZ =A-A.
a 0 0

s ; G
a) Pentru a =1 sa se calculeze matricea 4~ .

b) Si se calculeze det(A2 ) ,aeR.

¢) Sa se demonstreze cd A # I, , pentru oriceae R .

Problema 70

1 00 2 00
1. Se considerd matricele /;={0 1 0|si A=/0 1 0.
b 0 1 0 1 1

a) Si se determine matricea 4>, unde 4% = A4- 4.
b) Sa se demonstreze ¢ A° =44° —54+ 215, unde L=4*4.

o . A A Ty ) A 8
¢) Sa se determine numerele reale m,n, p astfel incat 4 Lomd? +nd+ ply.unde 4 L este inversa
matricel 4.

SUCCES!
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