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FISA NR. 1 PREGATIREA )
OLIMPIADEI LOCALE DE MATEMATICA

CLASA a XI-a
prof. GOBEJ ADRIAN
SUBIECTUL 1 (ONM LOCALA 2015 —MARAMURES)
100
1.Se considera matricea A=|1 1 0eM,(0).
0 01

a) Sa se determine a,b el] astfel incat A’ =a-A+b-1,.
b) Sa se arate ca det(A" —nA) #0,Vnell,n>2.
BAREM SUBIECTUL 1 (ONM LOCALA 2015 -MARAMURES)

la)Calculdirect a=2,b=—1. ..o 2p
b) Se demonstreaza prin inductie ca A" = nA—(n —1) L,L,vn>1............... 4p
det( A" —nA) =det((1-n)1,)=(1-n)’ £0,YN>2 ..o, Ip

SUBIECTUL 2 (ONM LOCALA 2015 -MARAMURES)

2. Sirurile (x,) _ si (Y, ),., de numere reale sunt definite prin x, =y, =1 si

Xn+1 1 3 5 Xn
=— ,Vnell .

yn+l 2 13 yn
a) Sasearatecd X,,,—3X,,;+X,=0s1Y,,-3y,,+VY,=0,Vnell.

b) Si se demonstreze ci ecuatia X* —5y* =—4 are o infinitate de solutii in [J x[J .

BAREM SUBIECTUL 2 (ONM LOCALA 2015 —-MARAMURES)
2. a) Se obtine 2X.,; =3X, +5Y,,2Y,,, =X, +3Y,,Vn=0.................... 2p

2%, —3X, . . A o . .
Deoarece y, = % si se Inlocuieste 1n a doua relatie si dupa calcule se obtine concluzia.

Analog se demonstreaza a douarelatie. ... 3p
b) Avem ca (XO, yo) = (l,l),(xl, yl) = (4, 2)
perechi care verifica ecuatia X* —5Y° = —4 .. .....ooiiiiii Ip

Se demonstreaza prin inductie cd perechile (Xn, Y, ), N >0 sunt solutii si ca sirurile sunt strict

crescatoare si cu elemente din [l ... ... . Ip

SUBIECTUL 3 (ONM LOCALA 2015 —-MARAMURES)

3. Fie A,BeM,(0) astfel incat det(A)=1.
a) S se demonstreze ca 3b,c,d e[l astfel incat det(B+xA)= X} +bx? +cx+d,vxell .

b) Daca det(B+\/§A) =0, demonstrati ca 3x, €[] astfel incat det(B+XOA) =0.
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BAREM SUBIECTUL 3 (ONM LOCALA 2015 —~MARAMURES)

3a) Deoarece B+xAeM,(L) atunci det(B+xA) este o functie de grad cel mult trei in x cu
CoCTICIENt] TatIONALL. ... ..ietit e Ip
not

Deci Ja,b,c,d €] astfel incat f (x)=det(B+xA)=ax’+bx*+cx+d ,

unde a=det(A)=1si d=det(B)........cceeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 2p

b) det(B+v2A)=f(2)=2b+d+V2(2+c)=0=c=-2d=-2b............. 2p

Atunci f(x)=x>+bx* —2x—2b=(x"-2)(x+b)= f (-b)=0 deci x,=-bel ..2p
SUBIECTUL 4 (ONM LOCALA 2015 ~MARAMURES)

X2 +1

X

n

,Vn>1.

4. Se considerd sirul (x,) , definitprin x, =a>1si x,, =
a) Sa se demonstreze ca sirul (Xn )nzl este divergent.

b) Sa se calculeze Iim[ﬂJ .

n—oo
Xn

BAREM SUBIECTUL 4 (ONM LOCALA 2015 —~MARAMURES)

4) a) Prin inductie se demonstreaza ca x, >0,Vn>1 si

1 . . <
wa — X, =—>0,YNn 21 deci sirul este strict crescator............................ 1p
X

n

X

Presupunem ca sirul este marginit superior atunci el este convergent
Atunci 3¢ el astfel incat ¢ =Ilimx_ si trecand la limita in relatia de recurenta se obtine

n—oo
7 +1 : : 3 : : o
(= = 0=1(F) deoarece x, >1,¥n>1si X, e strict crescator. Prin urmare sirul este nemarginit
superior si strict crescator adicd are limita 400, deci divergent............. 2p
2
. X Xt +1
b) lim—=2 =lim—L——=1 ... Ip
n—oo X n—oo X
n n
n
n n X2 [x2
N PR N G| : 1 '
Ilm(”—“j =I|m£ i J =lim (1+—2 =e',unde
nN—oo X N—o0 X nN—oo X
n n n
ntC . nyl-n X1
{=lim— = lim—; ;= =
n—w Xn n—o Xn+1 — Xn n—w 2Xn +1 2
n
: . [ x
Prin urmare Ilm(”—”] O 3p
n—oo Xn
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SUBIECTUL 5 (ONM LOCALA 2015 —-ALBA)

1. Se considerd matricele X € M, 2(C), ¥ € M;,,(C) si A € M,,(C) astfel incat 4 = XY si rangX = 2.

Demonstrati urmatoarele afirmatii:

a) Daca n = 4, atunci A* = 0,, unde A* este adjuncta matricei A.
b) rangA = rang¥.
) Dacirang¥ # 2,atunci A2 = t4,unde t = tr{4).
BAREM SUBIECTUL 5 (ONM LOCALA 2015 -ALBA)
) TANGA ZTANGX = 2 oot b b s b sea e e 1 punct

Din rangA = 2 si n = 4 rezulta ci toti minorii de ordin (n — 1) sunt nuli ....cccce0e. 1

punct

b) Aplicarea inegalitatii lui Sylvester

rangd = rangXY = rangX + rang¥ — 2 = rang¥

.................................................................... 1 punct
C) rangA =rangl? E{0,1] ...t et 1 punct
AZ S BA et ettt e et et ss e ettt rae e 1 punct

SUBIECTUL 6 (ONM LOCALA 2015 —-ALBA)

2. Fie matricea nesingulard A€ M3(R) astfel incat det(A+A") =12, Si se arate ci

n P
det (fﬁg + :Egt) =12 + detA.

BAREM SUBIECTUL 6 (ONM LOCALA 2015 — ALBA)

Egalitatea de demonstrat este echivalentd cu det({4 + 24%) = 3(12 + detd) cvvvvveenen. 1 punct
L E I I T e L OO 1 punct
Fla) = d+ot x4+ x? + dx%, unde d = GEEA oot 2 puncte
Fflx) =12 implicd flx) =d+ (B —dx+ (B —d)xZ +dxXT oo 1 punct
B T T TRV TTN 2 puncte

SUBIECTUL 7 (ONM LOCALA 2015 —-ALBA)

3. Sase calculeze:

T 1
—ﬁ+Iﬁ( 14—,—!_)
T
k=1

=00
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BAREM SUBIECTUL 7 (ONM LOCALA 2015 — ALBA )

-

T R 1
1 —?1+Lﬁ(1'|:—_,—r!—__)
Notim cu @, = 245" —z‘“+—Zz A BN |
n
k=1
R ey
ETH :,—_r!—__
@, = 2" —1+—ZZ i 1 = OO 111 1o
n
k=1
i 1
Iﬁ(i-l—) not
T L I Rt = O 0 111 et 1
: L
Iﬁ(l-i—,—!_) not
| S 4n
a,=0saua, =2%"| 142 R = T = OO (< 11T
?1!1_1}1;1ch =0, AI_I}];ICCH = 0, e ven e cee nen wen e e een es ar e s aan an ere ean ses san sne sae sen e ene sne aeee 2 PUACTE
Criteriul clestelus M @ = 0, et e cee cee et e cers en e e an san e e wen sen e e sn sen sen sae senn o 1 PUACE
n—roo

SUBIECTUL 8 (ONM LOCALA 2015 —-ALBA)

4, Se considerd numerele reale strict pozitive @, b, ¢ sisirul ()20, ¥p=— —,nE M

a) Demonstrati cd dacd a, bsau c € (0,1), atunci lim x, = +oo.
n—oo

b) Demonstrati ca daca a,b, ¢ € [1, +o) si cel putin doud sunt diferite, atunci sirul (x,),=¢ este

strict descrescator.
C) Demonstrati ci daci xg = x, atunci sirul (xn}ngﬂ este marginit dacd si numai daca

a=b=¢c=1,

Gazeta Matematica 10/2014(Fnunt modificat)
BAREM SUBIECTUL 8 (ONM LOCALA 2015 — ALBA)

a) Fied =min{a, b,c). De aici rezultd @ € (0,1) ...oooveivvoeeeeeeeeeeenee s 1 punct
o
lim x,, = lim — = +oo, unde o€ {@, b,c} — {@} v rv v e verver cerver vervee v e weees 1 pUNCE
n—oo n—oo
b) @, b, c € [1,+o)implici ci sirul (x,) ;=g este deSCreSCAtOr .......umerrmererisrimessenean 1 punct

Fie d = max(a, b,c). Cum d € (1, +co), obtinem ca (x,,),.o este strict descrescitor .. 1

punct
€) “&"Dacia =b=c=1 atuncix,=3,vn € N, deci (x, )20 este mirginit ............ 1 punct
“=" Dacd (x,)n=p este marginit rezultd cd @, b, ¢ € [1,4+00) e 1
punct

Dacd a, b sau ¢ € (1,+09), atunci (xn}nac. este strict descrescator, contradictie cu
Xpg = Xy,

AeCi @ = B = £ = 1 oot e e e e e 1 punct
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SUBIECTUL 9 (ONM LOCALA 2015 —-SIBIU )

Fie HcS,,H=J, unde S, este multimea permutarilor de ordinul n, iar H are proprietatea:
Vo,0eH=00cH. Aratati ca:

(4p) a) e € H, unde e este permutarea identica.

(Bp)b) ceH=0"cH.

*k*x

BAREM SUBIECTUL 9 (ONM LOCALA 2015 - SIBIU)
a) Fies € H; {5, 0%, c°..}c H. Cum S, este finita, existd k € N"astfel incat s*=e ......(4p)
D) 65 = € = 0750 T € H et 3p)

SUBIECTUL 10 (ONM LOCALA 2015 - SIBIU )
1 a hyh
Se considera matricea A= (1 b hbhi), unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, iar hy, hy , he
1 ¢ h,h,
sunt lungimile inaltimilor triunghiului.
(5p) a) Aratati ca det A>0.
(2p) b) In ce conditii avem det A=07?
GM 12/2014

BAREM SUBIECTUL 10 (ONM LOCALA 2015 — SIBIU)

a) Folosind S = ﬂ = ﬂ = ﬂ ......................................................................................... (1p)

detA:Z—SZ((a— )2+(b—c)2+(c—a)2)20 ..................................................................... (4p)
abc

b) Egalitatea are loc in triunghiul echilateral ..., (2p)

SUBIECTUL 11 (ONM LOCALA 2015 - SIBIU )

Se considera sirul (X, ).y, %, >0 si X, =1+3x_+ X, pentru orice n numdr natural.

neN?

(3p) a) Aratati ca sirul (Xn )n este monoton si nemarginit.

eN

(4p) b) Calculati limitele urmatoarelor siruri: ( al J ,(sz ) ) ,(1] :
neN neN

n+1 n

BAREM SUBIECTUL 11 (ONM LOCALA 2015 — SIBIU)

a) X, — %, =(@+%,)2=0, deci (X,) _ CresCator ....cooooirvirriinriieceeceeeras (1p)
Orice sir monoton are limita , deci x, - 1,1 € [ (1p)
Trecand la limita in relatia de recurenta se obtine | =1 =+00 ..., (1p)

(SAU se poate folosi inductia pentru a arata ca X, >n)

b)ﬂzi+xn+3—>+oo:> N (1p)
X X X

n n n+1
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X
;—*1—>+oo:"xn—>+oo ..................................................................................................... (1p)

n

Se aplica Lema lui Stoltz si se obtine n 3 0 (2p)

SUBIECTUL 12 (ONM LOCALA 2015 - SIBIU )

Fie functiile f,:(—o0,—p]U[0,+0) >R, f (X) =X + X+ X2 +2X +. X2+ px,unde peN".

(3p) a) Determinati ecuatiile asimptotelor functiei f,.
2 00 _p’(p+D)

(4p) b) Demonstrati ca Iirrgp— exista si are loc inegalitatea Iirrg 5
X X X

X

BAREM SUBIECTUL 12 (ONM LOCALA 2015 — SIBIU)

a) XILTO f,(X) = +o0, deci nu exista asimptote orizontale ............c..cccvvvviiiiiinciis (1p)
y =—2X —g ASIMPLOLA ODLICA SPIB =00 ....eoiiiiiiiiiitieie e (1p)
y = 2X +g ASIMPLOLA ODLICA SPIE 00 ..iuviiiiiieiie e re e (1p)
b) Iim{\/x2 X +JX2 £2x +.+ X+ pXJZ :(1+\/§+...+ﬁ)2 ................................... (2p)
X0 X X X
(1+\E+...+\ﬁ)2 =1+2+4..+ p+21 Z ﬁgwi Z (i+]) :w ......... (2p)
<i<j<p <i<j<p

(Inegalitatea se poate dovedi si cu metoda inductiei matematice.)

SUBIECTUL 13 (ONM LOCALA 2015 - ARGES )
Fie marticile A,B,C,D € M,(C) a.i. A= -BCD, B*= -CDA ,C*= -DAB, D= -ABC
a) Sa se arate ca A*=B*=c*=D*
b) Sa se dea un exemplu de matrici A,B,C,D care verifica simultan conditiile din ipoteza

BAREM SUBIECTUL 13 (ONM LOCALA 2015 — ARGES)

a) A*= A’A =(-BCD)A = B(-CDA) =BB> = B* ... o oL 1p
C*= CC3=C(-DAB) =(-CDA)B =B B =B* ... i oo, 1p
D*=DD® = D(-ABC) = (-DAB)C = C3C=C* ... oo, 1p
Finalizare A'= B = C* = D% L. 1p
b) A, -A LA, -IA (I*=1) i Verificarile ............ooumiuiiieeee e, 3p
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SUBIECTUL 14 (ONM LOCALA 2015 — ARGES )

Sa se arate ca daca sirul ( xp)n= verifica relatia :

(N+2) Xne2 — (N+3) X1 + X, =0, ¥ n= 0, atunci el este convergent si calculati limita lui.

BAREM SUBIECTUL 14 (ONM LOCALA 2015 — ARGES)

Relatia se mai poate scrie : (n+2)(Xn+2 — Xn+1) — KXne1 = Xn) =0 oo, Ip
Noteazd yn = Xps1 — Xn == Yn+1 = ﬁ Y e e Ip
Yo = l:n-:ll-l}l 7 Ip
Xn+1 = Xn = l:ni-l::l! (Xl —Xo) ............................................................................. lp
xn:xo+(%+§+...+$)(x1—xo) .................................................................... Ip
11 1, 11
En:1+;+a +...+;,En—>e =:=§+2—+ .+n——>e-1 .................................... Ip
Finalizare Xp = XoH(8 — L1)( X1 = X0)  +eurrenrent ettt ettt e e e e Ip
SUBIECTUL 15 (ONM LOCALA 2015 — ARGES )
0 0 1
Fie matricea A = (1 0 u) siB=a.A% + x.A? +(a-x).A
0 1 0
Sasearateca adetB=0,va,XxER
BAREM SUBIECTUL 15 (ONM LOCALA 2015 — ARGES)
0 1 0
Calculeaza A’ :(n 0 1) AT S Ig 2p
1 0 0
(¥ ) x a—XxX
obtine B = (ﬂi —x a x ) ......................................... Ip
4 a— X [# )
et B =28 (BXZ -3AX %) .ottt 1p
Qe B = 28%(3X% = BAX H87) v, 1p
BX% = BaX A2 Z 0 (A Z-382 0 )eeeie e, 1p
Finalizare 2a%(3X% — 38X +8%) 2 0 ..vvveeee e 1p
SUBIECTUL 16 (ONM LOCALA 2015 — ARGES )
Fie A o matrice de ordinul doi cu elemente reale si A" matricea transpusi. Stiind
cd det (A+A")=8si det (A+2A") =27. Si se calculeze det A
G.M.nr11/2014
BAREM SUBIECTUL 16 (ONM LOCALA 2015 — ARGES)
_fa b t_fa ¢ t_f 2a b+tc
A—(c d),A—(b d)A+A—(C+b M) ........................................ Ip
det (A+AY) =4ad - b2 -2D0C—C%  oooreee e Ip
t _{ 3a b+ 2c
A+2A—(C+2b 3:1) ................................................................... Ip
det (A +2 A') = 9ad — 207 —50C -2C% ... .ooiii Ip

4ad — b? —2bc-c? =18 {
9ad — 2% — Bhe — 2c2 o g7 IS p
Finalizare ad —bc=11,deci det A =11
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