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Problema nr. 1 (CRITERIU DE DIVIZIBILITATE CU 11)

Determinati cel mar mare numar natural divizibil cu 11 scris cu 10 cifre diferite.

SOLUTIE PR. NR. 1

Fie n=aa,..a), numirul cerut. Atunci {@,a,,....a14}={0,1,2,...9} .

MNumdrul » se divide cu 11 daci si numai daci numérul
(o +a3+...+ag)—(ay +ay +...+ay) sedivide cu 11.
Cum a; +a, +...+ay =45 , deducem (@ +a;+..+ag)—(ay +as +...+a)=%11 | 2p
Pentru numarul maxim ludm a +a;+...+ag =28 $1 a; +ay+...+a; =17
Consideram {H]_._Hj.......ﬂg} = {9,7,5, 4._ 3}., lar {ﬂ:,ﬂq_ ..... an } = {E,ﬁ._?_., ]...'D} .

Formam numérul 9876534120 2p
Problema nr. 2 (FRATII)

s . - . X . va
Determinati fractule de forma = | unde x s1 y sunt numere naturale nenule stiind c¢a, daci se
}:‘
mdresc atit numdaratorul precum $1 numitorul cu 1, numarul reprezentat de fractia obfinuta
este cu 10% mai mare decat numdrul reprezentat de fractia inifiala.

SOLUTIE PR. NR. 2

Lt

1
Fie = o fractie care verifica ipoteza. Atunci xtl = 1hx : P
¥ y+1 10y s
Ultima relaie este echivalentd cu (10-x)(11+y)=110 P

Cum 110=1-110=2-55=5-22 | 1ar 0 <10-x<10, obtinem solufiile
x { 8 5 9 }

—_— E _—— L,

y 44711799 4p
Problema nr. 3

Se considerd un dreptunghi ABCD s1 un punct M in interiorul siu. Perpendiculara in A pe
dreapta MA intersecteazi perpendiculara in B pe dreapta MB in punctul P si perpendiculara in
D pe dreapta MD in punctul (. Perpendiculara in C pe dreapta MC intersecteazi
perpendiculara in B pe dreapta ME in punctul § 1 perpendiculara in D pe dreapta MD in
punctul R. Aratati ci:

a) PR1LOS;

b) MP+ MO+ MR+MS=P,, . .unde P, reprezinti perimetrul dreptunghiului ABCD.
Cénd se obline egalitatea?

g
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SOLUTIE PR. NR. 3
a) Fie E mijlocul segmentului [ MP] si F mijlocul segmentului [ MR]. Cum segmentele

[4E] si [BE]sunt mediane corespunzatoare ipotenuzei [ MP] in triunghiurile

dreptunghice FAM 51 respectiv PBM, rezulticd EA=EB= % . deci punctul E este

situat pe mediatoarea segmentului [ 4B].
Daca F este mijlocul segmentului [MR], rationind analog, ob{inem ca punctul & este
situat pe mediatoarea segmentului [CD].

Deoarece ABCD este dreptunghi, mediatoarele segmentelor [A4B] si [CD] coincid.
Deducem ca dreapta EF este perpendiculara pe 4B,

Deoarece [EF] este linte mijlocie in triunghiul PMR, rezultd cd EF|| PR, deci 2p
PR 1 AB.

Judecind asemandtor, considerind mijloacele G si H ale segmentelor [ MQO] 51 [MS], Zp
obtinem cd SO | BC . Cum AB 1 BC | rezultd concluzia. 1p

b) Aplicind inegalitatea triunghiului in triunghiurile EAB, HAD, FDC si GBC, obtinem
EA+EB>AB ., HA+ HD = AD, FD+ FC > DCsi GC+GB=> BC _Insumand relatiile,
deducem concluzia.

Egalitatea are loc cind ABCD este pitrat, 1ar M este centrul siu. 2p

Problema nr. 4(MAI MULTE SETURI DE SOLUTII)
|

. _ 1
Gaseste toate perechile de numere naturale nenule [n, m] cu proprietatea —+—= 35
noom

Adriana Constantin, Cilarasi

SOLUTIE PR. NR. 4

1 1 1 <
daca m=m—> —+—= 75 <> n=m=350, dacid » = m putem presupune # < m ; presupunsem
noom 3

1 1 1 1 1 1
nzS50=m=>50= —+—<—_fals=>n<50=m, —+—=—=(n-25)(m-25)=5" <=
nm m 25 n m 25

n—25=1 n—25=35 n=26 n =730 .
4 sau 3 = sau . perechile de numere naturale nenule (r, m) cu
m—25=35 m—25=35 mt =650 m =150

proprietatea l+L=21—_, sunt: (50, 50), (26, 650). (650, 26), (30, 150), (150, 30).
noom 3

Problema nr. 5

Dacd a este un numér natural par iar b este un numar natural impar astfel incdt a= b= 3, a+b|.ah+| sl
a—b|ab— 1 ardtati ci a” < Zi:.l‘:z - 1}_

Gheorghe Stolanovict, Calaras:

SOLUTIE PR. NR. 5

d'la]l  d'la+b]  d'lab+] _ dla+b] d|2a
Demonstratie: = = =d|l=(a, b)=1 = =

d'lb] " d'lab d'|ab " dla-b| " d|2b
d|2a
{afif]bq = (a—b, a+b)=1 (1), ﬂ;fg{;;ﬂb} =a+b|(a+b)b—(ab+1)=a+b|b’ -1 (2);
d impar
a-blab-1 }:}a—b|(ab—]]—h(a—b}:>a—b|b:—l (3); din (1), (2)s (3}::::3—!:1'!;3—] si
a-b|(a-b)b : S

b -120= a* b <b’ ~1<>a +1<26° (4); @ +1impar, 2b° parsi (4) = @’ +2<2b" e a® <2(b7 -1).
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Problema nr. 6
Fie ABCD un paralelogram care are misura unghiului Aegald cu 60. Dacd bisectoarea unghiului B

intersecteazd diagonala AC in punctul M si latura DC in punctul N, bisectoarea unghiului D intersecteazd
diagonala AC in punctul P silatura A8 in punctul ( 1ar patrulaterul BNDQ este romb ardtafi cd AC =3MP,

SOLUTIE PR. NR. 6

Indicatie: M este centrul de greutate al triunghiului ABCD s1 P este centrul de greutate al triung1hiului MB,L:J'

T

Problema nr. 7
Fie triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC 51 m(ACB‘]=75“. In interiorul unghiului A4BC se considera
semidreptele [BE si [BM astfel incat m(ABE}: 15° si m(MB(.")=3D° . E,M &(AC) . Perpendiculara in M pe

BAM intersecteazd AF in N. Daca [ este mijlocul laturii [B(T‘] 51 P este piciorul perpendicularel din 4 pe BE,
demonstrati cd MD = NP.

SOLUTIE PR. NR. 7

o m(ABM] =75" —30" = 45" =4 BMN - dreptunghic si isoscel. Ducem
B ) , BN
T4 MF | BN F e(BN) = MF =

0 0 0 AM : .

. m(BAC] =180"=2.75" =30" = MF = = din » dreptunghic AFM . Deci

e BN = AM = AN = MC (1)
m(BEC] — 45° ::-m[AEP):m[EAP)z-:ISU
8 D c

aABD=aBAP(IU)=BD=AP=DC=AP (2)
m[NAP] =30" +45° = 75" = m(,“vli‘lP) - m(MCD) (3)

Din (1), (2) 5i (3) = ANAP = AMCD = MD = NP
Problema nr. 8 (DUBLA IMPLICATIE)
Fie ABC un triunghi, d, simetrica dreptei BC fata de dreapta BA si d, simetrica dreptei CB fatd de

dreapta C:A. O dreapti care trece prin punctul A si nu intersecteazi segmentul [BC ] intersecteazi dreapta d|

in punctul M si dreapta d, in punctul N. Sase arate ci BM +CN = BC daca si numai daci m(BAC ) =90°

SOLUTIE PR. NR. 8

" & ” Daci BAC = 90° simetricul lni M fata de AB este un
punct M’ € BC astfel ca BM = BM’.
Pe de alti parte MAB = BAM', M'AC = 90° — BAM' si

MAC = 180° — BAC' — MAB = 90° — MAB,
astfel ca _{—:—\? = ;\ﬂ?}' si AACN = AACM', deci CM' = CN.
In concluzie BM + CN = BM'+ CM'’ = BC.,
7 = ” Daca B‘Tf # 90° atunci _\m' # i‘.—l?' si daca ;\m_' <
-T\C atunci M'C < NC si MB + NC > BC daca 1\77‘?(' > .W'
atunci M'C > NC si MB + NC < BC.
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Problema nr. 9

Si se determine numerele naturale n, stiind ¢d a_ =15" +17" + 4 este pitrat perfect.
Dan Popescu, Suceava

SOLUTIE PR. NR. 9

Daci n=2=15"19, iar 17" = M, +(-1)". Astfel, pentru n>2 qa, este de forma

9a+3,ae0” sau 9b+5,bel’, ceea ce aratl ¢ a, nu este patrat perfect.
Astfel, a, = 36 este singura posibilitate.

Barem:

nz2=15":9, iar I?“'=M’U+(—I}”_ 3p
nz2a, estedeforma 9a+3,ael] "sau 9b+5.hel’, a, nu este pitrat perfect 3p
a, = 36 este singura posibilitate Ip

Problema nr. 10

Fie numerele reale pozitive a.b.c.d astfel incit a+b=c+d %1 iz | bl = LI+ %
o B [
Ariitati ci ab=cd si 24+2-S.,9
b a d ¢
SOLUTIE PR. NR. 10
1 1 11 . a+b +d
Relatia —+ —=—+— se scrie astfel. ——=—=——
a b o d a-b cd”

(1) . Observam ca

egalitatea g+ b =c+d conduce, prin ridicare la patrat la a” +b° - [c3 + dz] =2(cd —ab).

Presupunem cd ab # cd . Folosind proprietifile proportulor derivate obtinem:

a+b +d “2""-'5:'(“2""&':) 2(cd —ab) -2 0
= = = - = = <
a’b’ cd’ ab’=c'd’ (ab=cd)(ab+cd) ab+cd
1,42 2 2
ceea ce este fals. Contradictia la care am ajuns aratd ¢ ab=cd 51 a +: =< Ld . de unde
a Ci
a b ¢ d
avem —+—=—+—,
a d ¢
Barem:
Determind relatia (1) Ip
ﬂ+b:c+d:>r£2+b1—(c1+d3):2(cd—ab) 2p
Demonstreazi ¢d ab # cd duce la o contradictie 3p
Finalizare Ip

Prof. Gobej Adrian - Colegiul National Vlaicu-Voda,| Curtea de Arges



Problema nr. 11
a). Sa se calculeze:

4-2 6-4 8-6 2016 — 2014
A= + + +o
31 5.3 7-5 2015- 2013

b). Determinati cel mai mic numar intreg care este mai mare decét x, unde

X_\/6+\/§+\/E+\/E+\/E+\/2_O
- 2++/3+4/5 '

SOLUTIE PR. NR. 11

2 2 2 2
—+ —+ e+
1 5.3 7 2015- 2013
1 1
+ —_
2013 2015

a) A=

A:

+
1 1 1 1 1
Ty T4
373 55 7
11 2014
1 2015 2015
6 B+10+12 416420 _ V2(J3+2+5)+2- (V3 +2+ )
2++/3+4/5 2+33++5
(\/§+2+\/§X\/§+2):\/§+2 ........................... 1p
2+/3+45

Scrierea relatiei 1<v/2 <2<>3<2+2<4 1p

Concluzia: cel mai mic numar natural mai mare decat x este4 — ....... 1p
Problema nr. 12

Fie numerele 3.12\/]., a,=v3+5,a;=+v7+9+11,

a,=+13+15+17+19, ....
a). Calculati a4 .

1
1
1

b).

b). Cate numere a,,K € N, k <2015, sunt numere irationale.

SOLUTIE Problema nr. 12

a) se observi ci: al=ﬁ=@=l-\ﬂ

a,=8=122=22; a,=27=/3*=3-/3; a, =64 =42 =4.4; .
n general numerele au forma ak=\/F=k°\/E ................. 2p

deci @, =9-/9=27 1p

b). Pentru a afla numarul numerelor irationale scidem din 2015 numarul de numere rationale. Pentru ca
a, €Q trebuie sd avem k patrat perfect ~ ...... 1p

Cel mai mare patrat perfect mai mic decat 2015 este 1936 = 442  deci 12. \/1?, 22 .22 32.4/3% ..

2 [2a2 : : .
447 - \/44° sunt numere rationale, deci avem 44 numere rationale ...

.......................... 2p
Daci sunt 44 numere rationale, atunci 2015 — 44 =1971 sunt numere irationale . . 1 p
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Problema nr. 13

in paralelogramul ABCD cu AB=2-BC, se construieste [AM bisectoarea £ DAB, M [DC].

AP
Perpendiculara in A pe AM intersecteazi BC in N. Daci MN m AB = {P}, aflati valoarea raportului PB’

SOLUTIE Problema nr. 13

[AM bisectoarea ~/ DAB = ZDAM =/MAB; dar ZMAB=_/AMD (alterne interne)

— AADM isoscel de bazi [AM]|=AD=DM; dar AD=BC =%=DTC =>M este mijlocul laturii
[bc] 1p
decarecce [AM bisectoarea < DAB si AN LAM =[AN bisectoarea < EAB, unde
Ae(DE)= ZEAN=/NAB ... 1p
din £ EAN = £ ANB (corespondente) = Z NAB=~ZANB =AB=BN .. 1p
- PB NB
In ANMC avem PBIIMC = (cf. TF.A) ANPB~ANMC= ——=—— 1p
MC NC
AB , ,

Cum |V|C=7= BC si NB=AB=2-BC gisim
NC:NB+BC:2-BC+BC:3-BC:>E:&:>PB:& . 1p

BC 3-BC 3
Deci AP:AB-PB:Z-BC-Z'EC:“’EC ................. 1p

._ AP 4.BC 3
Adica = . =2 1p
PB 3 2-BC

- Prof. Gobej Adrian - Colegiul National Vlaicu-Voda,| Curtea de Arges



Problema nr. 14
Tn triunghiul ABC cu m(Z A)=90° si m(Z C)=30° consideram bisectoarea [BE, E E[AC] si un
punct D pe [BC] astfel incat BC =3- BD. Daci {O}=BE n AD si F este mijlocul lui [AB], aritati ca
F, O si C sunt coliniare.

SOLUTIE Problema nr. 14
Deoarece {O}=BE m AD vom arita ci O € CF aratand ca dreptele AD, BE si CF sunt concurente
folosind reciproca teoremei lui Ceva.

.. . BF AE CD
Aratam ca . : =1.
FA EC DB
. : BF
Deoarece F este mijlocul lui [AB] = BF=FA=> FA =1 1p
Cum [BE este bisectoare = AE = AB 2p
EC BC
Din AABC cu m(£ A)=90° si m(£C)=30° = ap-BC_ AB_1
2 BC 2
AE 1
deCi —— = — 1p
EC 2
. . CD
Din ipotezi BC=3-BD = DCZBC-BDZZ-BDdeCIEZZ ........ 1p

BF AE CD 1 . C .
=1-=-2=1, deci dreptele AD, BE, CF sunt concurente, si deci punctele C, O, F

FA EC DB ~ 2
coliniare L 2p

Asadar,

MULT SUCCES!
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