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XII. NUMERE RATIONALE POZITIVE

Mulfimea numerelor rationale pozitive Q = {% laeN,be N*}

Numarul a se numeste numarator, iar b se numeste numitor.
Orice numar rational are doud reprezentari echivalente: sub forma de fractie ordinard si sub forma de
fractie zecimala (cu virgula), astfel:

- dacd numitorul unei fractii ordinare se descompune in produs de factori primi de forma 2™ 5"
(m,n e N), atunci fractia ordinard se poate transforma intr-o fractie zecimald exactd (cu un numar
finit de zecimale nenule);

- daca numitorul unei fractii ordinare se descompune in produs de factori primi, atunci fractia
ordinara se poate transforma intr-o fractie zecimala periodica simpla;

- daca numitorul unei fractii ordinare se descompune in produs de factori 2 sau 5, sau 2 si 5,cu alti
factori primi, atunci fractia ordinara se poate transforma intr-o fractie zecimala periodica mixta.

Fractiile se clasifica astfel: subunitare (daca m<n), echiunitare (daca m =n) si supraunitare (daca
m>n).

m
O fractie — se numeste ireductibila, daca c.m.m.d .c.(m, n) =1.
n

. 6n+4
Exemplu: fractia
5n+3

este ireductibila deoarece daca d este un divizor comun al numerelor 6n+4 si

5n+3. Atunci d |[(6n +4)- (5n+3)] = d |1 = d=1= numaratorul si numitorul sunt numere prime

intre ele = fractia data este ireductibila.
Daca c.mm.d .c.(m, n) #1, atunci fractia se numeste reductibila.

. . 2n+3 .
Exemplu: pentru ce valori naturale alelui n, fractia este reductibila?

Sn+1
Fie d un divizor comun al numerelor 2n+3si 5n+1. Atuncid|(2n+3) i d[(5n+1) =i

d|2-(5n+1). Prin urmare [5-(2n+3)-2-(5n+1)] = d |13 = d =13, dat fiind ca 13 este numar

prim 13|(2n+3) i 13|(5n+1) =13|[3(2n+3)—(5n+1)|=13|(n+8)=n+8=13-m =
n=13-m-8=13-m-(13-5)=13-(m-1)+5 =n=13-k+5ke N . Deci fracfia este reductibild
pentrun e {13-k+5 |k e N }.

Transformarea fractiilor ordinare in fractii zecimale
O fractie ordinara se poate transforma in fractie zecimala folosind algoritmul impartirii

. . m * .

numerelor naturale. Astfel, orice numar rational, — , unde me N, ne N poate fi reprezentat sub forma
n

m_ ——- . .

—=4a,,8,3,3,...., unde apge N iar a;,a,, ... sunt cifre.

n

. . . . Mmoo . O —
Numarul natural a, se numeste partea intreaga a lui —, iar fractia zecimala 0,a;a,8;3... se numeste
n

. - o m
partea fractionara a numarului rational — .
n

Transformarea unei fractii zecimale in fractie ordinara
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a,a,...a,
10°
a,a,..a,
99..9

p cifre

1) Dacda age N iar ay,ay, ...,ap sunt cifre, atunci a,,a,a,...a, =g,

2) Dacd age N iar a;,a, ...,a, sunt cifre, atunci a,,(a,a,...a, ) =4,

Probleme rezolvate

1. Fie a, b, ¢ cifre nenule distincte si A=0,ab+0,bc+0,ca.

a) Determinati cea mai mica valoare posibila a lui A si cea mai mare valoare posibila a lui A.
b) Daca a+b+c =12, determinati cel mai mic numar natural nenul n, astfel incat n- A N.
( Dambovita, et. locala)

Rezolvare:

a) Observam ca putem scrie: A=0,ab+0,bc+0,ca = a + be + ca_ 10a+b+10b+c+10c+a =
100 100 100 100

11-(a+b+c) 11-6

100 . Cea mai mica valoare se obtine daca {a,b,c} ={12,3}, cind obtinem A = 00 =0,66.

Cea mai mare valoare se obtine pentru{a,b,c} ={7,8,9}, deci este A = % =2,64.

b) Daca a+b-+c=12, atunci A:%:%, iar n-AeN = n-ll'?’ € Nsi cea mai mica valoare
nenuld a lui n este 25.

9 10 11 12
2. Se considera sirul de fractii. —, —, —,—, ........

14 21 28 35

a) Ordonati crescator primele trei fractii.
b) Notdm cu X, prima fractie, cu X,cea de-a doua fractie, cu X, pe a treia etc. Gasifi X,y (@ 2007-a
fractie din sir).

) 1 . . : <
c) Aratati ca X, > - pentru orice n numar natural nenul. (Iasi, et. judeteand)
Rezolvare:

11
a) Observam ca >8 < zdeoarece daca amplificam convenabil fractiile obtinem doua fractii cu acelasi

: . 5 ... .. 33 .11 10 9
numitor §i comparam numaratorii — < —, analog — <—, deci —< —<—,
84 84 21 14 28 21 14
b) _7+2_X _7+3_X —7+4:>x _ 7+2008 2015
NET T T 207 7.2008 14056
7+n+1 8+n (n+1)+7 _1
C) X = = = -

— = P
" 7-(n+1)  7(n+1)  7(n+1) 7

72372...37237 . - i i
372372...3123719 in care 372 si 496 se repeta de acelasi numar de ori. Aratati ca
496496...496505

fractia F este ireductibila. (Gazeta matematica, seria B)
Rezolvare:
Se considera ca 372 si 496 se repeta de n ori.

3. Se da fractia F=


http://mate.info.ro/Materiale-35-Centru-de-Excelenta.html

http://mate.info.ro/Materiale-35-Centru-de-Excelenta.html

3 B
ey JTTON0

FTOTU OETMdies

_372-10"°%+372-10"° +... +372 -10° +379 Fe 372-(10"° +10"° +... +10°%) +379
296102+ 496-10"° +... +496 10° +505 ' 496-(10"° +10"° +... +10°) +505
Notam a=10""°+10""° +...+10° :>F:—372'a+379. Fie d este cel mai mare divizor comun pentru
496-a+505
372-a+379 si 496-a+505= d|372-a+7= d|4(372-a+7) = d|496-a+9 = d|3(496-a+9)
d|496-a+9= d|3(496-a+9) =d|4(372-a+7)—3(496-a+9) =d|1488-a+28—-1488-a—27= d|1
= d =1, deci F este ireductibila.

11 13 15 17 2
4. Scrieti in ordine crescatoare numerele rationale: —, —3 , —5, — ﬁ .(Buzau, et. judeteana)
24" 40 56' 72" 7 15976

Rezolvare:
Observam ca exista o legatura intre numaratori si numaratori si anume: 11=3+8; 24=3-8; 13=5+38;

40=58; .. 2005-8+1997; 15976=8.1997= - ->ro_1,1.13_5+8 1,1 1> _7+9

24 38 8 3'40 58 8 5 56 7-8
1 117 9+8 1 1 2005 1997+8 1 1 1 1 1 1 11
=S4 == = ==+—— .Deoarece ——<——<.<=<—<—<—,
8 7'72 9.8 8 97715976 1997-8 8 1997 1997 1995 9 7 5 3

2005 2003 15 13 11
< << —<—<—.
15976 15960 56 40 24

rezulta ca ordinea crescatoare a numerelor este:

5. Sa se arate cd numarul a = _ 1 1 1 este natural. (Bucuresti, et. judeteana)
57 5-6-7 6-7-8 6-8
Rezolvare:
36 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= - - — =1+ - - - =1+ — —
57 567 6-7-8 6-8 57 567 6-7-8 6-8 57 5-6:7) 6-7-8
1 6-1 1 1 1 1 1 1 1 1
- =1+ - - =1+ - — =1+ — — =
6-8 5-6-7 6-7-8 6-8 6-7 6:-7-8 6-8 (6-7 6-7-8) 6-8
8-1 1 1 1

+ — =1+ - =
6-7-8 6-8 6-8 6-8

2001 2002 2003,...}? (Cluj, et. judeteand)

6. Cate numere naturale contine mul‘;imea:{

2 3 4
Rezolvare:
.. 2001 1999+2 1999 2002 1999+3 1999 2003 1999+4 1999
Observam ca: = = +1, = = +1, = = +1,
2 2 2 3 3 3 4 4 4
Deci forma generald a elementelor multimii este: 199r9] n_ 19:9 +1, unde n=>2, dar 1999 este numar
prim de unde rezultd ca multimea datd contine un singur numar natural, care se obtine pentru n =1999si
1999 1999
anume —+1=——+1=2,
n 1999
2 2 2
7. Demonstrati ca > + > + > +..+ > <E (Arges, et. judeteand)
2-7 7-12 12-17 47-52 2
Rezolvare:
S f-2_7 2 11 5 11.5 1 1.5 1 1.5 1 1
2.7 2.7 2.7 2.7 2 7 2.7 2 7’712 7 12'12-17 12 177747.52 47 52
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Adunand membru cu membru obtinem: > + > + > +..+ > = 11 + 11

2-7 7-12 12-17 47-52 2 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+H === |+t —=——|=| =+t —+—+.Ft— || =t —F+—F+.Ft—+— == ——
(12 17) (47 52) (2 7 12 17 47) (7 12 17 47 52) 2 52

50 25 25 25 25 25 5 5 ) 5 25 125
=— + + +ot =5. + + +...+ =5 —=—
2:52 52 2.7 712 12.17 47-52 2-7 712 12.17 47-52 52 52

Demonstram cai%> < g , deoarece 2-125=250<260=5-52.

123 9119
8. Sa se arate ca: 1+321 < 2+3 . (Buzau, et. locala)

1412331 24718

Rezolvare:
12321 = (3. 4121 5 321 426 5 g3 (427 . g (412)7 > 38107 = 3218 =
123
1+3218 <14123%4 :%d
1+123
2+39119
Analog 3%110 5 37964 _ 341991 _ g (1901 . 791091 _, 30101 _ 791061 _, L S
. 1 1 1 1 a . .
9. Fie 1+ —+—-+—-+4+..+—=—, unde a,beN. Sa se arate ca a—b este divizibil cu 37. (Arad et.
2 3 4 35 b
judeteana)
Rezolvare:
1 11 1 (1 1)(1 1)(1 1} [1 1j
I+ —+—4+—+. +—==1+ |+ = |+ =+ = ||+ = |+ +| =+
2 3 4 35 2 35 3 34 4 33 18 19
a 2+35 3+34 18+19 a-b 1 1 1
—-1= + +ot = =37- + +..t :
b 2-35  3-34 18-19 b 2-35 3-34 18-19
1 1 m a-b

Notam

1
P =M 2870 _37.M i 37 nu divide n=[2, 3, 4, 5...., 34, 35]=
235 334 1819 n b n

37-b-m=n-(a—b) = a—b este divizibil cu 37.

10. Pentru fiecare n>3 si se gaseasca n numere naturale distincte astfel ca suma inverselor lor sa fie 1.
Rezolvare:

1 1 1
1 ! 1 =1—£, deducem: ...+

. ) 1
Folosind  relatla  —+ + +.+
1.2 2-3 34 (n-1)-n n 1.2 2-3 34

ﬁ+£:l. Cele nnumere sunt: 1.2=2,2-3=6,3-4=12,4.5=20, ..., (n—1)-n=n*—n sin.
n-1)-n n

Probleme propuse

201+ 601+ 1201+ 2001+...+£01 (Mehedinti, et. locala)
2 6 12 20 90

1. Calculati suma: S =
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2. Aflati cea mai mare si cea mai mica fractie de forma fa_;b care se simplifica prin 45. (Vrancea, et.
X0y

locald)

3. Intr-un autocar, numarul locurilor neocupate reprezintd a 9-a parte din numarul locurilor ocupate.
Daca s-ar mai fi ocupat inca un loc, atunci a 15-a parte din numarul total de locuri ar fi fost neocupate.
Sa se afle numarul de locuri din autocar. (Bucuresti, et. judeteand)

4. a) Calculati suma l+ 1 + 1 + 1
2 2+4 2+4+6 2+4+6+8

si scrieti rezultatul sub forma de fractie

ireductibila.
b) Aratati ca:

1/1 1 1 1 1 (1 1 1 1 1
=l =+— =+ + T + +..+ =
2 \2 2+4)\2 2+4 2+4+6 2 2+4 2+4+6 2+4+6+...+4024 ) 2013
(Teleorman, et. locala)
5. Aflati numarul natural a de trei cifre, stiind ca S-a, este numar natural, unde

1 2 3 15

S= —+ + +...+ .
1.2 2.4 4.7 106-121

Solutii probleme propuse
1. Daca scoatem intregii din fiecare fractie, obtinem:

S= (100+ EJ + (100+ EJ + (100+ i) + (100+ i} +... +(100+ ij =
2 6 12 20 90
= (100+ ij + [100+ ij + (100+ ij + (100+ ij +... +(100+ —1 j
1.2 2-3 3-4 4.5 9.10

S=900+ }—1 + 1—1 + 1—1 +..+ 1—1 + l—i :900+1—i:900+3:900,9
1 2 2 3 3 4 9 10 1 10 10

2.5.9= 45,(5,9) =1= numaritorul si numitorul trebuie sa se divida cu 5 si cu 9. Pentru numarator se

obtin valorile 3870 si 3375, iar pentru numitor 1260 si 1665. Asta inseamna ca, cea mai mare fractie este
3870

5 - g . .
1260 ; 3. Constatam ca numarul locurilor neocupate reprezinta a 10-a parte

, lar cea mai mica este

. 9 . . . 1 3-2 . <
din numarul total de locuri. Locul care s-ar mai ocupa reprezintda — —-— = —— =— din numarul total
10 15 30 30

. 4
de locuri. Prin urmare, numarul de locuri din autocar este 30; 4. a) Dupa efectuarea calculelor S=§ ,
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1 1 1 1 n 9 <
+ =+ — 4.+ = . Observam ca
2+4+6+..+2n 1.2 2.3 n(n+1) n+1

1 1 1 1 2012

+ +...
2+4 2+4+6 2+4+6+ .+4024 2013
5. Pentru S-a EN = a e M,,, si cum a este de trei cifre, avem a e {121,242, 263,484,605, 726,847,968}

Fisa de activitate
3n+2

1. Se stie ca fractia , cu n numar natural impar, este reductibild. Aflati ultima cifra a numarului n.

(Gazeta matematica, seria B)

2. a) Aflati cifrele nenule x, y astfel incat 0,X (y) +0, y(x) sa fie patratul unui numar rational.

b) Fara a efectua impartirea aflati cate cifre are perioada si céte cifre are partea neperiodica pentru

1
fractia o (Arges, et. judeteand)

+1 . - .
1 este ireductibila, unde a este numar natural. (Arad, et. judeteana)

18
5 neN}

< o . d
3. Sa se arate ca fractia

4. Sa se determine mulfimea: A= {X e N|x =0,
n

. — . . ab L
5. Determinati numarul ab stiind ca are loc relatia s =(a-— b)3. (Gazeta matematica, seria B)

6. Sa se afle ne N astfel Incat numarul %ﬂZOOS sd fie numar natural si sa aiba cea mai mica

valoare posibila. (Gazeta matematica, seria B)

7. Comparati numerele X si Y, stiind cd X,y e N” si 5 X+1 X+2 +..+ x+2007 = 2008 (Botosani,
y y+1 y+2 y+2007

et. judeteana)
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8. Sa se arate ca fractia Tin+2 este reductibild pentru orice N € N . (Arad, et. judeteana)
n n

9. Spunem ca un numar de forma 0,abcde are proprictatea P, daca cifrele a, b, ¢, d, ¢ apartin multimi
{4,6}.
a) Aratati ca solutia ecuatiei X+0,46646=11111 are proprietatea P.

b) Cate numere diferite de forma 0,abcde au proprietatea P ?

¢) Aratati cd, din oricare 17 numere diferite de forma 0,abcde are proprictatea P, se pot alege doua a
caror suma sa fie 1,1111. (Bucuresti, et. judeteand)

10. Sa se arate ca existd un singur numar natural p >1pentru care 2003- 1 + L + 1 +..+ ZL eN
3 15 35 4p° -1

(Concursul Arhimede)
11711711747117

22522522525225

12. Demonstrati inegalitatea: i+— L L 2005 . (Galati, et. locala)

-t +——=<
22 4% 62 2006> 2006
22n . 25n . 7n 13+ 22n+8 .52n+l . 7n + 28n+1 . 25n+1 + 4n+l . 52n+1 . 7n
3. 7ML 4 21M 112 1067 - 231" '
a) Simplificati fractia pentru n=1.
b) Aratati ca fractia se poate simplifica cu 2013, ¥n e N. (Cluj, et. locald)

11. Sa se transforme in fractie zecimala: (Gazeta Matematica, seria B)

13. Fie fractia

a-b-c
2013

14. Daca at+b+c = 4 (unde a, b, ¢ €N), iar 2a+2b+2c este numar prim, aratati ca numarul este

natural. (Giurgiu, et. locala)
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