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XII. MULTIMI

Prin multime intelegem o colectie de obiecte bine determinate si distincte. Obiectele din care este constituita
multimea se numesc elementele multimii.

Moduri de a defini o mulgime:

- sintetic, prin enumerarea elementelor mulgimii, A ={0, 2, 4, 6, 8};

- analitic, cu ajutorul unei proprietari ce caracterizeaza elementele mulgimii: A = {x | X numar par, x<8}
Fie mulfimea A. Definim cardinalul multimii A, ca fiind numdarul elementelor acestei mulfimi si notam cu
card(A) sau |A|.

Doua multimi sunt egale daca ele sunt formate din exact aceleagsi elemente.

xe A daca x este element al lui A

X¢ A daca x nu este element al lui A

AmB={X|XeA sixeB}

AUB={x|xeAsauxeB}

A\B={x|xeAsix¢B}

card(AUB) =card(A)+card(B)—card(ANB);

card(AUBUC) =card(A)+card(B)+card(C)—card(AB)

—card (BN C)—card(BNC)+card(ANBNC)

card(A\B)=card(A)—card(ANB);

card(AxB)=card(A)-card(B).

Fie A si B doua mulgimi, spunem ca A este submulsime a mulsimii B daca toate elementele lui A sunt i
elemente ale lui B. Notam 4 < B.

Daca o multime se scrie ca o reuniune de submultimi ale ei disjuncte doua cdte doua, spunem ca am realizat

o partitie a acelei mulfimi.

Fie Ac M. Definim complementara multimii A in raport cu mulfimea M, ca fiind multimea notata C, A si
definitd astfel: C,,A = { X|xeMsixgA } .

AUC,A=M;

ANC,A=0T;

CuN(CLA)=A;

C, (AUB)=C,ANC,B;

Cu(ANB)=CwAUCuB;

Cu(AUB) =CuANCyvB

Fie A si B doua multimi. Definim diferenta simetrica a celor doua multimi, ca fiind multimea formata din
elementele necomune celor doua multimi. Notam AAB = (A\ B) U(B \ A) .

AAB=(AUB)\(ANB);

ANA=.

Fie A si B doua multimi. Definim produsul cartezian a celor doua multimi, ca fiind mulfimea

AxB={(ab)lacAsibeB}.

Operatiile cu multimi au urmdtoarele proprietati:
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1) Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica sunt comutative:
AUB=BUA, ANB=BNA, AAB = BAA.

2) Diferenta si produsul cartezian nu sunt comutative:
A\B=B\A si AxB#BxA.

3) Reuniunea, intersectia si diferenta simetricd sunt asociative:

(AU B)UC :AU(BUC), (Aﬂ B)ﬂC :Aﬂ(BﬂC), (AAB)AC :AA(BAC).
4) Intersectia este distributivd fata de reuniune:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
5) Reuniunea este distributiva fata de intersectie:

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
6) Intersectia este distributiva fata de diferenta simetrica:

AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Probleme rezolvate:

1. Se da multimea M={1;4;7;10;13;...;97;100} si o submultime S a lui M formata din 19 elemente. Sa se
arate ca existd in multimea S doua elemente a caror suma este egald cu 104. (Briila, et. judeteand)

Rezolvare:

M are 34 elemente. Fie 18 submultimi disjuncte ale multimii M: {1}; {52}; {4;100}; {7;97} ;...; {46;58};
{49;55}. Daca in S nu este inclusa nicio submultime cu doua elemente, atunci S contine cate un element al
celor 18 multimi considerate. Al 19-lea element va fi dintr-o multime cu doua elemente.

2. Care dintre multimile urmatoare are mai multe elemente: A= { xeN|2" <x < 21997} si
B= { xeN |x< 21996}. Justificati rispunsul. (Neamt, et. judeteani)

Rezolvare:

Observam cd B={1,2,..,2""*}, deci CardB =2'"_ Pe de alta parte A={2"*+1,2""+2,...,2%}  deci
CardA = 2% — (2% 41) +1= 2% - 2% = 2%%4.(2° 1) = 7.2"% > 2°. 2% = 2'% = CardA > CardB.

3. Se dau multimile:

A= {X eN|7"=1lsau 7" = 2401}, B= {y eN|y= U(Xz),x € N},C = {Z e N |2011* este patrat perfect}

(s-a notat cu U(a) ultima cifra a lui a) .
Stabiliti care afirmatie este adevaratd: a) AUB < C, b) (AN B)UN*=C (Gazeta matematic, seria B)
Rezolvare:

Din conditiile date rezulta imediat ca A= {O, 4} , ultima cifrd a unui patrat perfect poate fi: 0,1,4,5,6,9
=B= {0,1,4,5, 6, 9} . Zz—zzz(z—l) produsul a doud numere consecutive este un numar par = z(z—1)=2k =
(2011%)? este patrat perfect, V ke N=C=N = a) AUB= {0,1,4,5,6,9} = Ceste o afirmatic adevarata, b)
ANB={0,4}UN*=N =C este o afirmatie adevarata.

4, Cate elemente contine multimea M = {X |x=a’+b%a,b cifre}? (Sibiu, et. Judeteana)

Rezolvare:

a’ +b? =b*+a’. Patratele celor 10 cifre sunt elementele multimii: P ={0,1,4,9,16,25,36,49,64,81}.

Pentru a gasi toate rezultatele posibile adunand doua elemente ale multimii P, este suficient sa adunam un
element cu toate cele mai mari sau egale cu el. Numarul total de adunari cu rezultate distincte este:
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10+9+8+...+2+1=55. Constatam ca exista perechi diferite (a, b) si (C,d) astfel incat a? + b? =c? +d?,

de exemplu: 12 +7% =52+ 52 Deci, aceste 55 de adundri nu conduc toate la rezultate distincte. Avem:
0+25=9+16, 1+49=25+25, 1+64=16+49, 4+81=36+49 = Card(M)=55-4=51.

5. Se dau multimile: A={x=2""+5""-1|neN}si B={y=4"|neN} . Calculai ANB

justificand raspunsul dat. (Bucuresti, et. locald)

Rezolvare:

4"=(2%)"=(2")? patrat perfect, oricare ar fi n numar natural = U(y) € {0,1,4,5,6,8} . U(x)=U(2""**)+U ("1,
U(B™"=5 oricare ar fi n numar natural, UQ2*""®)=U(2%)=8 = U(x)=2, deci ANB=0.

6. Sa se determine numerele naturale nenule a,b,c stiind ca multimile A={2a+1,b+c}, B={2b+1,a+c}si
C={2c—5,a+ b} sunt submultimi ale multimii M={1,3,4,5} . (Hunedoara, et. locala)

Rezolvare:
Din conditia a,b,c numere naturale nenule = 2a+1, 2b+1, a+b, a+c, b+c sunt numere mai mari decét 1, deci
2¢ — 5=1 =c¢=3. Numerele 2a+1, 2b+1 sunt impare, deci 2a+1=3, 2b+1=5=a=1, b=2 sau 2a+1=5, 2b+1=3

—a=2,b=1=(ab,c)e {(123),(2.13)}.

7. Determinati multimile A si B stiind ca satisfac simultan conditiile:

a) AUB={1,2,3,4,5,6,7};

b) ANB={3,4};

c) AN{5,6,7}=0;

d) {1,2}NB=0@. (Gazeta metematica, seria B)

Rezolvare:

Din conditia b)=3e A,4€ Asi 3eB,4 B . Din conditiac) =5,6,7 ¢ Asi cum AUB={1,2,3,4,5,6,7} =
{5,6,7} = B. Din conditia d)=1,2 ¢ B dar AUB={1,2,3,45,6,7} = {1,2} cA. in concluzie A = {1,2,3,4}si
B={34,56,7}.

8. Fie multimea X= { 2,4,6,8,10,... } si submultimile X, = { 2 }, X, = { 4,6} , Xy= { 8,10,12 },
X, ={14,16,18,20}, ... . Notdm cu S, suma elementelor multimii X, .

a) Scrieti elementele multimii X,; ;

b) Determinati @ € N astfel incat S, —21=(a+ 21)2 —a®. (Maramures, et. judeteani)

Rezolvare:
Observam ca multimea X, este formata din cele n numere pare care urmeazd dupad cele

1+2+3+..+4(n—-1) numere pare care se afla in multimile anterioare mulgimii X . Cum

(n=1)-n n

1+42+3+...+(n-1)= , deducem ca cel mai mic element al mulfimii X este (n—l)-n+2, iar

Xn:{(n—l).n+2.1,(n_1).n+2.2,_._’(n_1),n+2‘n}_
a) Prin urmare X,, ={20-21+2-1,20-21+2-2,...,20-21+2-21}, adica X,, ={422,424,...,462 }.
b) SZl=422+424+...+462=(420+2)+(420+4)+...+(420+42)=
=420.21+2-(1+2+...+21) =442-21=17682 . Obtinem ecuatia: 442-21—-21= (a+21)2 _a2
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(a+ 21)2 =(a+21)-(a+21)=a-(a+21)+21-(a+21)=a’+42a+21*. Ecuafia devine: 442.21-21

=a’+42a+21°-a° < 442-21-21=42a+21°. Simplificim prin 21: 442 -1=2a+21 = a=210.

9. Sa se gaseasca multimile A si B care au fiecare cate 3 elemente, numere naturale, stiind ca satisfac
urmatoarele proprietati:

a) 4e A(B;

b) xe A = x*eB;

¢) suma elementelor multimii B este triplul sumei elementelor mulfimii A. (Caras Severin, et. judeteand)
Rezolvare:

Din conditiaa) =>4 ANB = 4ecA g 16 € B. Fie x si y celelalte doud elemente din A, deci A={4,X,y}
=x’eB, y’eB=x"=4 sau y’=4.Fie X’ =4 = x=2 = A={4,2,y} = B={4,16,y’}. Din conditia
c) rezultd ecuatia: 4+16+y*=3-(2+4+y) <y +2=3y = 2=y-(3-y) y|2 =y=1, y=2, de unde
A={1,2,4} si B={1,4,16}.

10. Fie multimea A= {2k +1lke {O,l, 2,3 ...,168}}.

a) Calculati suma elementelor multimii A;

b) Exista 13 submultimi ale multimii A disjuncte doud cate doud astfel incat fiecare submulfime sa continal3
elemente si suma unor elemente din submultime sa fie egala cu suma celorlalte elemente din submulfime ?
(Calarasi, et. judeteand)

Rezolvare:

a) S=(2:0+1)+ (2:1+1)+ (2:2+1)+... (2:168+1)=2(0+1+2+3+....+168)+169=2-168-(168+1):2+169=169°

b) Daca exista o astfel de partitie a multimii A, suma numerelor din fiecare submul{ime este un numar par,
de unde rezulta ca suma elementelor mulfimii A este un numar par. Contradictie!

Probleme propuse
1. Sa se demonstreze ca multimile A={n2 Ine N} si B={5n+2|n e N} sunt disjuncte. (Valcea, et. locala)

2. Se considera multimile: A={n e N |5n +11 este divizibil cu 17}, B={n e N |7n +5 este divizibil cu 17}.

a) Sa se arate c¢d 8 € A si este cel mai mic element al multimii A.

b) Sa se stabileasca valoarea de adevar pentru fiecare din propozitiile urmatoare:

P1 ,, Orice numar natural care da restul 8 la impartirea cu 17 este element al multimii A.”;

P, ,, Exista cel putin un numar natural n cu proprietatea ne A B.”

3. Aflati elementele X,y si determinati multimile A si B stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:

a) AUB={2,34,5,6}; b) ANB={2,3x}; c) B\ A={y,5}. Aflati cardinalul multimii A \ B. (Bistrita-
Nasaud, et. judeteana)

4. Fie A= {X e N*|3* < 2008}. Sa se arate ca nu existd doud multimi disjuncte B si C, astfel incat sa fie

indeplinite simultan urmatoarele conditii:

a) BUC=A.

b) Multimea B sa nu confind elemente ce se pot exprima ca diferentd de doua numere din B.

¢) Multimea C sa nu contind elemente ce se pot exprima ca diferentd de doud numere din C. (Botosani, et.
judeteanad)

5. Fie mulimile A= {x e N|2® <x<2®-2""} si B= {yeN|3-5 <y<5“-2°.5""} Daci a este

numarul elementelor multimii A si b este numarul elementelor multimii B, atunci:
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a) Comparati numerele a si b.

b) Daca a+b=2(c+d), aratati ca c+d este un numar impar. (Covasna, et. judeteana)
6. Se considerd multimea A={3x+7y|X,y € N}.

a) Stabiliti daca 2011 € A.

b) Detreminati cardinalul multimii A () {kz |[keN,1<k< 100}. (Bucuresti, et. judeteana)

7. Se considera multimea A={7,36,65,94,...,2008} .

a) Aflati numarul elementelor multimii A.

b) Aflati suma elementelor multimii A. (Cluj, et. judeteand)

8. Fie multimile A={x|x=1-2-3-...-n+13} si B={y ly=b’+1be N}. Determinati A B. (lasi, et.
judeteand)

9. Fie n numar natural mai mare dect 1si A, ={1,2,3,...,n—-1}.

a) Scrieti multimea A, ca reuniunea a doua submulfimi disjuncte astfel Incat suma elementelor celor doua
multimi sa fie aceeasi.

b) Scrieti multimea A, ca reuniunea a doud submultini disjuncte astfel incat diferenta dintre sumele celor
doua submultimi sa fie 2005. (Concursul Arhimede)

10. Fie multimea A={4x+5y|X,y € N}.

a) Sa se arate cd 2008 € A.

b) Sa se arate cd 16n+10m+47 € A, oricare ar fi m,n € N.( Mehedinti, et. judeteana)

11. Fie multimile A={m,p,k}, unde m,p,k sunt numere prime distincte care satisfac relaia 3m+2p+8k=60

si B= {X | x cifra a lui abed, abcd:450,a sib consecutive}. Determinati A B. (Salaj, et. judeteana)

Solutii problume propuse

xeA=U(x)€ {0,14,56,9},yeB=U(y) e {2,7} = ANB=; 2. a) 5-8+11=51 divizibil cu 17, numerele

17 si 34 sunt divizibile cu 17, dar nu sunt de forma 5n+11, b) fie n=17k+8 = 5n+11=85k+81=M;;=>ne A,
deci P; adevarata, P, nu este adevarata, se demonstreaza folosind metoda reducerii la absurd; 3. a) x=4 si

y=6 sau x=6 si y=4, b) AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A)siA\B,ANB, B\ A sunt mulfimi disjuncte dous
cate doua=card(AUB)=card (A\B)+card(A(B)+card(B\A) = card(A\B)=0; 4. A={1,2,34,5}.

Deoarece 2—1=1, rezultd ca elementele 1 si 2 nu pot face parte din aceeasi submultime, deci 1 €B si 2€C.
Cum 5-4=1 si 5-3=2, rezultd ca 5¢ B si 5¢ C, deci nu existd doud multimi B si C cu proprietatile date in
problema; 5. a) a=2883-2882_881-7881(4_o_1)= 288! =52 4.581_3.5%0-5%07520-3)=2-5*. Din calcule
rezultd a<b, b) c+d=(a+b):2=5°, iar suma dintre un numdr par si un numir impar este impard; 6. a)
Observam ca 2011=3-661+7-4€ A, b) A= {0, 3,6,7,9,10,12,13,14,15,...} , deci singurele patrate care nu
verifica sunt 1 si 4; 7. a) 7=7, 36=7+29, 65=7+2-29, 94=7+3-29,..., 2008=7+29-69, deci mulfimea are 70 de
termeni, b) suma elementelor lui A este 7-70+29(1+2+3+...+69)=70525; 8. Pentru n>5, U(1-2-3-...-n)=0=
U(x)=3, U(y) e {0,1,2,5, 6,7}, deci pentru n>5 A si B nu au elemente comune. Calculam elementele lui A

pentru ne {1,2,3,4}, obtinem elementele 14,15,19,37 dintre care doar 37 apartine si lui B; 9. a) A, =BUC,
unde B={1 4; 5,8} 5si C={2; 3, 6; 7} sau B={1, 4; 6; 7} 5si C={2; 3; 5, 8}, b) Avem: {1,2,3,4}, cu
1+4=2+3;{5,6,7,8}, cu 5+8=6+7;...,{ 2001, 2002, 2003, 2004}, cu 2001+ 2004=2002+2003, 4k—3+
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4k=4k—-2+4k—1, (k > 1) =B= { 1, 4; 5; 8;....;2001, 2004} si C= { 2; 3; 6;....;2003; 2005}. Se verifica
imediat ca: A, = BUC si diferenta sumelor celor doud submultimi este 2005; 10. a) 2008=4-2+5-400€ A,
b) 16n+10m+47=4(4n+3)+5(2m+7) e A, Ym,n € N ; 11. Din conditiile date observam ca m este par si fiind
prim =m=2=p+4k=27, unde p=7, k=5=A={2,5,7}. Dacd abcd € B =d=0, ¢=5, si 9|(a+b+5)=>b=a+1
sau b=a—1, obtinem {a, b} = {6, 7} = ANB= {5, 7}.

Fisa de activitate
1. Se considera multimile: A= {x | Xx=2m+ 1, meN} siB={y|y=3n+1,neN}.
a) Aratati ca 15€A, 16eB, 2005A(1B si 2002eB —A.
b) Scrieti cu ajutorul unor proprietati caracteristice mulfimile A() B si B —A. (Sibiu, et. judeteana)
2. Se dau multimile A= {&) eNlab<3(a+ b)} si B= {X_y e N|x1+yl—4y =3(x+ y)} Determinati
multimile A(1Bsi A\B. (Vaslui, et. locala)
3. Multimile A si B au urmatoarele proprietati: a) AUB= {1, 2,3, 4} ; b) Fiecare mulfime are cate doua
elemente; ¢) Daca x € A, atunci (x+1) € B. Determinati elementele multimilor A si B. (Bucuresti, et. locala)
4. Sa se determine multimile A si B, stiind ca verificd simultan conditiile: a) AUB={1,2,34,5,6,7 };
b) ANB={12}. (Hunedoara, et. judeteans)
5. Sa se determine multimile X si Y care satisfac simultan conditiile:
a) 3e XNY ;h) X\{l,3} = YU{2,4,5,7} ; C) Y\{1,3,6} = Xﬂ{2,4} ;d) XUY < {1,2,3,4,5,6,7};

e) Multimea X are cu trei elemente mai mult decat multimea Y. Cate solutii are problema ? (Bihor, et.
locala)

6. Pentru o multime Ac N sunt indeplinite simultan urmatoarele conditii:

a) 1€ A, b) daca xe A, atunci 3-xe A; ¢) daca 5-x —4 €A, atunci xe A. Sa se demonstreze ca 11 € A. (Galati,
et. judeteand)

7. Se considera multimile A = {27, 28, 47} siB, = {6n +5,9n+1,3n+ 5} unde n este un numar natural nenul.
a) Determinati multimea M =(B,NB,)U(ANB,).

b) Determinati numerele naturale n pentru care A(1B, =< (Caras Severin, et. judeteand)

8. Fie multimile: A = { 7,2p +1} si B= {1, p+5 } . Determinati p € N astfel incat reuniunea multimilor A si
B sa aiba trei elemente. (Dolj, et. locala)

9. Determinati elementele multimilor: A = { x|xeN,(2x+3)]18 } ; B={x|xeN,x|14}.
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Calculati apoi: AUB, ANB, AAB=(A\B)U(B\A). (Giurgiu, et. judeteana)

10. Se considerd multimea X ={1,3,5,7,...,2n+1}. Considerdm urmatorul sir de submultimi ale multimii X
astfel: A, :{1}, A, :{3,5}, A, ={7,9,11} s.a.m.d. a) Scrieti multimile A, si A;; b) Calculati suma
elementelor mulfimii A,,. (Concursul Micii matematicieni)

11. Multimea A are 50 elemente, iar multimea B are 30 elemente. Determinati numarul maxim si numarul
minim de elemente ale multimii (AUB)\(ANB). (Arges, et. locald)

12. Fie AcN o multime cu proprietatile: a) 223 A. b) Daca 4x+3 € A, atunci xe A. ¢) Daca x € A, atunci
6x+4 € A. Sa se arate ca 1342, 13 si 2008 apartin multimii A. (Valcea, et. judeteana)

13. Fie A multimea primelor 1000 de numere naturale, 1n ordine crescatoare, care prin impartire la 2008 dau
restul un numar de doua cifre.

a) Aflati suma primelor 90 de elemente ale mulfimii A.

b) Determinati al 500-lea element al mulfimii A.

c¢) Aflati cate numere din multimea A dau restul Impartirii la 2008 un patrat perfect de doua cifre. (Concursul
La scoala cu ceas-Rm. Valcea)

14. Se considerd multimile: A = {1}, A = { 2, 3}, Ay = { 4,5, 6}, ... . a) Sa se determine cel mai mic
element al multimii A; . b) Sa se determine multimea care contine numarul 1000. (Hunedoara, et. locala)

15. In multimea {1,2,34,...,n}, 123 de numere se divid cu 2, dar nu se divid cu 4, iar 62 de numere se divid

cu 4, dar nu se divid cu 8. Sa se afle n. (Concursul Grigore Moisil-Cluj Napoca)
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