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1. Determinati cel mai mare numar natural divizibil cu 11 scris cu 10 cifre diferite.

2. Determinati fractiile de forma — , unde X si y sunt numere naturale nenule, stiind ca, daca
y

se maresc atdt numaratorul precum si numitorul cu 1, numarul reprezentat de fractia obtinuta
este cu 10% mai mare decat numarul reprezentat de fractia initiala.

3. Se considera un dreptunghi ABCD si un punct M 1n interiorul sau. Perpendiculara in A pe
dreapta MA intersecteaza perpendiculara in B pe dreapta MB in punctul P si perpendiculara in
D pe dreapta MD 1in punctul Q. Perpendiculara in C pe dreapta MC intersecteaza
perpendiculara in B pe dreapta MB in punctul S si perpendiculara in D pe dreapta MD in
punctul R. Aratati ca:

a) PRLQS;

b) MP+MQ+MR+MS >P,,, , unde P, reprezintd perimetrul dreptunghiului ABCD.

Cand se obtine egalitatea?

4. Aratati ca, daca numarul p este prim, iar numarul natural a verifica relatia

pt=7a%+ 2a% + 4, atunci si a este numar prim.
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Solutii si bareme

Problema 1
Determinati cel mai mare numar natural divizibil cu 11 scris cu 10 cifre diferite.

Fie n:m numarul cerut. Atunci {&,ay,....a9} ={0,1,2,...,9} .
Numarul n se divide cu 11 daca si numai daca numarul

(8, +ag+...+89)—(ay +a4+...+ay) sedivide cu 11. 2p
Cum a +a, +...+a =45, deducem (& +ag+...+ag)—(ay +a, +...+ayg)=*11 | 2P
Pentru numdrul maxim ludm & +ag+...+89 =28 si a, + a4 +...+ 35 =17
Consideram {al,as,...,ag}:{9,7,5,4,3}, iar {az,a4,...,a10} :{8,6,2,1,0}.
Formam numrul 9876534120. 2p

**k*

Problema 2

.. . X . .. o o
Determinati fractiile de forma — , unde X si y sunt numere naturale nenule stiind ca, daca se

maresc atat numaratorul precum si numitorul cu 1, numarul reprezentat de fractia obtinuta
este cu 10% mai mare decat numarul reprezentat de fractia initiala.

**k*k
Fie X o fractie care verifica ipoteza. Atunci x+l = 1ix . 1p
y+1 10y
Ultima relatie este echivalenta cu (10 — X)(11+ y) =110 2p
Cum 110=1-110=2-55=5-22 , iar 0<10—x <10, obtinem solutiile
Xe {E S i}
y [44'11'99 4p

Problema 3
Se considerd un dreptunghi ABCD si un punct M in interiorul sau. Perpendiculara in A pe

dreapta MA intersecteaza perpendiculara in B pe dreapta MB in punctul P si perpendiculara in
D pe dreapta MD in punctul Q. Perpendiculara in C pe dreapta MC intersecteaza
perpendiculara in B pe dreapta MB in punctul S si perpendiculara in D pe dreapta MD in
punctul R. Aratati ca:

a) PRLQS;

b) MP+MQ+MR+MS>P,.., , unde P, reprezintd perimetrul dreptunghiului ABCD.

Cand se obtine egalitatea?
*k*




a) Fie E mijlocul segmentului [MP] si F mijlocul segmentului [MR]. Cum segmentele

[AE] s [BE]sunt mediane corespunzatoare ipotenuzei [MP] in triunghiurile
dreptunghice PAM si respectiv PBM, rezulta ca EA=EB = % , deci punctul E este

situat pe mediatoarea segmentului [ AB].
Daci F este mijlocul segmentului [MR], rationand analog, obtinem cd punctul F este
situat pe mediatoarea segmentului [CD].

Deoarece ABCD este dreptunghi, mediatoarele segmentelor [ AB] si [CD] coincid.
Deducem ca dreapta EF este perpendiculara pe AB.

Deoarece [EF] este linie mijlocie in triunghiul PMR, rezultd cd EF || PR, deci 2p
PR 1L AB. 5
Judecand asemanator, considerand mijloacele G si H ale segmentelor [MQ] si [MS] : P
obtinem ca SQ L BC.Cum AB 1 BC , rezulta concluzia. 1p
b) Aplicand inegalitatea triunghiului in triunghiurile EAB, HAD, FDC si GBC, obtinem
EA+EB>AB , HA+HD> AD, FD+FC > DCsi GC +GB > BC . Insumand relatiile,
deducem concluzia.

Egalitatea are loc cand ABCD este patrat, iar M este centrul sau. 2p

Problema 4
Aratati cd, dacd numarul p este prim, iar numarul natural a verifica relatia

p* =7a%+2a%+4, atunci si a este numr prim.

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

Prin calcul direct se arata ca pentru orice n e N, dacd n este prim cu 5, atunci n* da

restul 1 la Tmpartirea cu 5. 1p
Din ecuatie rezulta ca cele doua numere, a si p, au aceeasi paritate. 1p
Pentru p =2 nu se obtin solutii. Deci p este impar si prin urmare si a este impar. 1p

Daci p si a sunt prime cu 5, atunci p* da restul 1 la impdrtirea cu 5, iar 7a* da

restul 2 la impartirea cu 5. Deci, ar trebui ca 2a3sa dea restul 0 la impartirea cu 5, de
unde a:5, fals.

In concluzie este necesar ca 5 | p sau 5 | a.
Daci 5|a din ecuatie rezultd ca 5 | p* +1, ceea ce este fals.

Dacd 5| p, cum p este prim, obtinem p=5; deci a3(7a+2)=621=33-23, adica
a =3, numar prim.,




