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Clasa a X-a

1. Rezolvati sistemul
xy + 2t =—1
rz+yt=-1 x,y,2,t€Z
rt+yz =—1

2. Fie P multimea punctelor planului si f : P — R o functie cu
proprietatea: pentru orice triunghi ABC din plan, avand centrul de
greutate G, avem f(A) + f(B) + f(C) = 3f(G).

a) Dati un exemplu de astfel de functie care sa nu fie constanta.

b) Aratati ca daca f este neconstanta, atunci multimea valorilor lui
f este infinita.

3. In cateva cutii sunt puse, in total, un numar de 2N pixuri: N
pixuri rosii si N pixuri negre (unde N este un numar natural). Se stie
ca in fiecare cutie se afla cel mult N pixuri.

Aratati ca putem imparti pixurile la N persoane, astfel incat fiecare
persoana sa primeasca doua pixuri de culori diferite, luate din cutii
diferite.

4. Aratati ca, daca toate inaltimile unui triunghi sunt mai mari sau
egale cu 1, atunci perimetrul triunghiului este cel putin 2+/3.

Timp de lucru: 3 ore
Fiecare subiect este notat cu 7 puncte.
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Solutii si barem de corectare - clasa a X-a

1. Rezolvati sistemul

zy+ 2t = —1
zz+yt=—-1 =z,y,2,t€Z
zt+yz=—1
Solutie Prin scaderea primei ecuatii din celelalte rezulta (x —t)(z —y) =0si (x —2)(t —y) =0 ............... 2p
Astfel, cel putin trei necunoscute sunt egale ....... ... .. 2p
Din motive de simetrie este suficient si analizim cazul y = z = t; obtinem y(z + y) = —1, cu solutiile x = —2,
Y=z2=t=181T =2,y =2 =t = =1 2p
Prin simetrie mai obtinem Tnca 6 SOLUfii. ... ...t 1p

2. Fie P multimea punctelor planului si f : P — R o functie cu proprietatea: pentru orice triunghi ABC' din plan,
avand centrul de greutate G, avem f(A) + f(B) + f(C) = 3f(G).

a) Dati un exemplu de astfel de functie care sd nu fie constanta.

b) Aratati ca dacad f este neconstantd, atunci multimea valorilor lui f este infinita.

Solutie. a) Fixam un sistem de coordonate in plan si luim, de exemplu, f(M) =2p +yYns oo vvvvenenennenen.. 3p

b) Daca multimea valorilor lui f este finita, existd un punct M in care f ia valoarea minima m ............... 2p

Dacid A # M este un punct din plan, existd un triunghi ABC cu centrul de greutate in M. Din f(A4) > m,
f(B)>m, f(C)>msi f(A) + f(B) + f(C) =3f(M) = 3m reiese f(A) =m cu A arbitrar, adicd f este constanta —
COMtTAdICHIE . ..ot e 2p

3. In cateva cutii sunt puse, in total, un numéar de 2N pixuri: N pixuri rosgii si N pixuri negre (unde N este un
numdr natural). Se stie cd in fiecare cutie se afla cel mult N pixuri.

Aratati ca putem imparti pixurile la N persoane, astfel incat fiecare persoana si primeasca doua pixuri de culori
diferite, luate din cutii diferite.

Solutie. Daca exista o cutie C' care contine exact jumatate din pixuri, atunci numéarul pixurilor rosii/negre din C
este egal cu numarul pixurilor negre/rosii din celelalte cutii gi grupam fiecare pix din C cu céate un pix de culoarea
opusa din celelalte CULIL .. ... e 3p

In caz contrar, grupam un pix rogu dintr-o cutie oarecare K cu unul negru din alta cutie (este posibil, deoarece K
nu poate contine toate pixurile negre). Obtinem o configuratie cu proprietatile configuratiei initiale, dar mai putine
pixuri. Cerinta rezultd acum inductiv (cazul N =1 este evident) ..........ooiiiiiiiiiiii i, 4p

4. Aratati ca, daca toate inaltimile unui triunghi sunt mai mari sau egale cu 1, atunci perimetrul triunghiului este
cel putin 2v/3.

Solutie. Din S = \/p(p—a)(p—b)(p—c)si (p—a)(p—b)(p—c) < (pf‘”p*bﬂ’*c) = g—i rezulta S < §p2, unde
notatiile sunt cele UzUAle ... ... .. 3p
Apoi 65 =3 ah, =D a=2p, deci P < B3S oi 2p

Obtinem p < ?pQ, de unde p > /3 §1 CONCIUZIA . .. ..ot 2p



