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SUBIECTELE

Clasele XI-XII

1. Rezolvati ecuatia log,(log,(1 + cos 4z)) + 2 sin 2 sin 5z = 227"

2. Sirul (a,)n>1 este dat de a; =1, ap =2, a3 = 3 si
(py2lny + 7
ap

an43 =
pentru n > 1. Aratati ca toti termenii girului sunt numere intregi.

3. Demonstrati ca functia

fi[-2,2] > R, f(:c):\/2+\/2+\/2+—:c+\/§\/2—\/2+\/2+—:€

este strict monotona.

4. Determinati functiile injective f : N — N care au proprietatea
2f(f(n)) <n+ f(n), oricare ar fi n € N.

Timp de lucru: 3 ore
Fiecare subiect este notat cu 7 puncte.
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Solutii si barem de corectare - clasa a IX-a
1. Se considera ecuatia {z}[z] = .

a) Aratati ca ecuatia nu are solutii strict pozitive.
b) Ar#tati c8 ecuatia are o infinitate de solutii.

Solugie. a) Daca [z] > 0, atunci {z}[z] < [z] < z, iar dacd [x] =0 atunci {z}[z] =0<x........coiiiiiiii... 3p
b) Pentru z < 0, ecuatia este {z} = [x[]% ..................................................................... 1p
Ea are solutiile [z] = —n, {2} = A5, n € N 3p
2. Aratati ca, daca x,y, z sunt numere reale astfel incat x <y < z si xy + xz + yz = 1, atunci zz < %

Solutie. Daca x <0 < z, atunci zz <0 < % ................................................................... 1p
Daca 2 <0, atunci 1 > @Y 4 T2 2 2T2 oot 1p

o . A

Dacdaz >0atunciz+2 > 081y = 755 oo 2p
Din y > z reiese 1 — 2z > z(z + 2), deci 222 <1 — 22 < 1 (cazul x = 0 este evident) .......................... 3p

3. Doud tetraedre se numesc de acelasi tip daca le putem nota cu Ay Ay A3 Ay si B1 Bo B3 By, astfel incat A;A; = B; B;
pentru orice 1 < i < j < 4. Cate tipuri diferite de tetraedre au multimea lungimilor muchiilor {10,11,12,13,14, 15} ?
Solugie. Observam ca exista exact doua tipuri de tetraedre care au muchiile opuse (a,b), (¢,d), (e, f): cel in care

din varful a N ¢ pornegte e si cel in care din varful a N c pornegte f ... 2p
Muchia de lungime 10 poate fi opusa oricareia dintre celelalte 5, iar in fiecare caz muchiile ramase se pot grupa in
perechi in 3 moduri, deci exista 15 posibilitati de grupare a muchiilor in perechi de muchii opuse ................ 4p
Obtinem astfel 30 de tipuri de tetraedre ............ oo 1p

4. O multime M de 100 de puncte din plan are o parte dintre elemente colorate cu rosu si celelalte elemente colorate
cu verde. Se stie ca orice dreapta care contine cel putin doua elemente ale multimii contine un numar egal de puncte
din cele doué culori. Aratati ca toate punctele din M sunt coliniare.

Solutie. Consideram o dreapta d care trece prin doua puncte din M, un punct rosu R € d i un punct verde V' € d.

Presupunem ca M are gi puncte In afara Tul d....... ... i 1p
Consideram dreptele r1, ra, ...determinate de R si punctele din afara lui d. Pe fiecare dintre aceste drepte se afla
— in afara lui R — mai multe puncte verzi decat TSI . ... ...t 4p
Deoarece fiecare punct din afara lui d se afla pe exact una dintre dreptele rq,79,..., In afara lui d sunt mai multe
puncte Verzi deCAt TOSIL . .« . .ttt ettt et e e e 1p

Pornind analog de la V' deducem ca in afara lui d se afla mai multe puncte rosii decat verzi — contradictie. . ... 1p



