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XI. CONGRUENTA modulo n

Fie m>2 un numar natural. Pentru orice numere naturale a,b spunem ca a si b sunt congruente modulo
m §i notam a=b (mod m) daca a si b dau acelagsi rest la impartirea cu m. Avem a=b (mod m) <m
divide a—b.
Proprietati

1) reflexivitate a=a (mod m), pentru orice a € N.

2) simetrie daca a=b (mod m), atunci b=a (mod m)

3) tranzitivitate daca a=b (mod m) si b=c (mod m), atunci a=c (mod m)
Proprietate
Daca a,b sunt numere naturale, atunci a=b(modm) daca si numai daca exista k natural astfel ca
a=b+km .

Probleme rezolvate

1. Daca a=b (mod m) si c=d (mod m), demonstrati ca a+c=b+d (mod m).

Rezolvare:

Fie a,b,c,d cele patru numere a=b (mod m) < m divide a—b si c=d (mod m) < m divide ¢c—d. Daca
adunam cele doua relatii rezulta ca m divide (a—b)+(c—d) <<m divide (a+c)—(b+c)=a+c=b+d (mod m).
2. Daca a=b (mod m) demonstrati ca na=nb (mod m), pentru orice numar natural n.

Rezolvare:

Din relatia a=b (mod m) <>m divide a—b = m divide na—nb =>na=nb (mod m).

3. Dacd a=b (mod m) demonstrati ¢ a“=b* (mod m), pentru orice numar natural k.

Rezolvare:

Din relatia a=b (mod m)<>m divide a—b=>m divide (a-b)(@ ' +a“? b + a2 -b?+ ..+ b )= m
divide a“— b= a“=b"

4. Sa se arate cd pentru orice k€ N, 37| (1000-1).

Rezolvare:

Observam ca 1000=37-27 + 1, deci 1000=1 (mod37) = 1000%= 1(mod37).

5. Ce rest da numarul N=36%+21?! |a impartirea cu 57

Rezolvare:

Avem 36=1(mod5) =36 =1(mod5), 21=1(mod5)=21*=1(mod5), adunand cele doui relatii =
36% + 21% =2(mod5), deci N da restul 2 la impartirea cu 5.

6. Daca a=b (mod m) si c=d (mod m), demonstrati ca ac=bd (mod m).

Rezolvare:

Fie a,b,c,d cele patru numere a=b (mod m) < ac=bc (mod m) si bc=bd (mod m)=din proprietatea
de tranzitivitate ca ac=bd (mod m).

7. Sa se determine restul impartirii numarului 14% prin 17.

Rezolvare:

Orice numar natural nenul se scrie ca suma de puteri ale lui 2 —37=2°+2%+2° = 14%=14%%.14*14. Pe
de altd parte 14°=9(mod17), 14*=13(mod17), 14®=16(mod17), 14**=1(mod17), 14**=1(mod17) =
14%'=14%-14*14=1-13-14(mod17) = 12(mod17), deci restul impartirii numérului 14> prin 17 este 12.
8. Care este ultima cifra a numarului N=2%%% + 3% + 4%%9

Rezolvare:

Trebuie sa stabilim restul la impértirea cu 10 a lui N. 2*=6(mod10), prin ridicare la puterea 55, obtinem
2220 = 6% = 6(mod10) = 2?2 =6-2%(mod10) = 2*%2=4(mod10). Apoi 3*=1(mod10), apoi prin ridicare la
puterea 83 obtinem 3*%2=1%=1(mod10) = 3***=3(mod10). Avem 4°=6(mod10) si prin ridicare la


http://mate.info.ro/Materiale-35-Centru-de-Excelenta.html

http://mate.info.ro/Materiale-35-Centru-de-Excelenta.html

A

4

as.efl NONO

LTI CHTIaLE

puterea 222 obtinem 4***=6%*=6(mod10). Prin adunarea congruentelor obtinem ca 2% + 3% + 4=

4+3+6 =13(mod10) =3(mod10), deci ultima cifra a lui N este 3.
9. Care sunt ultimele dous cifre ale numarului 19**-9%%7

Rezolvare:

Ultimele doud cifre ale numaruluil9*-9% reprezinta restul impartirii la 100. Avem 19°=2476099, deci
19°=99(mod100). Prin ridicare la puterea 8 obtinem 19*°=1(mod100) = 19*'=19(mod100).
91°=3486784401, deci 9'°=1(mod100), prin ridicare la puterea 9 rezulti 9%°=1(mod100)= 9%=
729(mod100) = 9%=29(mod100). Prin inmultirea celor doud relatii =19*-9%=19-29(mod100)=
51(mod100), deci ultimele dous cifre ale numarului 19**-9% sunt 51.

Probleme propuse

1. Ce rest da numarul 77°°7-11" |a impartirea cu 6?

2. Fie my,my,ms,...,myx>2 numere prime intre ele si a, b numere naturale astfel incat a=b(modm;), a=b
(modmy), a=b(modms),..., a=b(modmy). Demonstrati ca a=b(modm), unde m= m;-my-ms-... M.

3. Sa se arate ca ecuatia x° +y*=7 nu are solutii naturale.

4. Fie a,b,c,d,e cifre in baza 10, cu a= 0. Sa se arate ca abcde =e—d+c—b+a (mod11).

5. Sa se arate c¢a numarul 2004+2004%+2004°+...+2004%°% se divide cu 2003. (Vaslui, et. judeteans)

6. Fie aj,a,,...,a7 sapte numere patrate perfecte. Sa se arate ca existd doud dintre ele a caror diferenta
este multiplu de 20. (Galati, et. locala)

7. Si se determine ultimele doui cifre ale numarului a =10” +101 +1002* +10003° +100004° (Gazeta
matematica, seria B)

8. S se verifice ca pentru pe {2,3,5,7,11} si xe N are loc xP"'=0 sau 1(modp).

9. Determinati toate perechile de numere prime (p,ci) astfel incat p>—q° = (p+q)? (Olimpiada Rusia)
10. Sa se arate ca numarul 16422%%° + 310% + 3132°° se divide prin 31.

Solutii probleme propuse

1. Din 7=1(mod6) = 7"°"=1(mod6) si 11 =5(mod6) = 11'%"=5(mod6) = restul impartirii numarului

77%97.111%% |3 6 este 5; 2.Din definitia data a—b se divide cu my, a=b se divide cu my, a—b se divide cu
ms, ..., a—b se divide cu mx = a—b se divide cu my,m,,ms,...,mg, cum aceste numere sunt prime intre
ele atunci a— b se divide cu my'my'ms-...-m; 3. Se alege congruenta modulo 13 si avem x°=

0,1,5,8,12(mod13), y*=0,1,3,9 (mod13)=x>+y*=0 (mod13); 4. em,:eﬂ(ll— 1)d+(99+1)c+(1001-
1)b+(9999+1)a, de unde rezulta afirmatia; 5. 2004 =1(mod2003), atunci 2004"=1(mod2003), adunand
termenii obtinem S=0(mo0d2003); 6. Ultima cifra a unui patrat perfect poate fi 0,1,4,5,9. Conform

principiului cutiei existd an>a, care au aceeasi ultima cifrd. Fie an=q° si a,=p°=10|(q*~p?) = si p au
aceeasi paritate = an, —a,=4t, de unde rezultd concluzia; 7. Se calculeaza restul impartirii la 100; 8.

Exemplu pentru p=3 avem x=1, x*=1(modp), x=2, XZEl(modp); 9. Daca p#3 si q# 3, atunci p=1,2
(mod3) si q=1,2(mod3). Daca p=q (mod3), atunci membrul stdng este multiplu de de 3, iar cel drept nu
este. Daca p nu este congruent cu q (mod3), atunci membrul drept este multiplu de de 3, iar cel sting nu

este. Singura solutie este 0p=7, g=3; 10. Consideram congruenta modulo 31 si obtinem prin adunare ca
16427 + 310% + 3132'°%° = 0(mod31).
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Fisa de activitate

1. Ce rest da numarul N=2008"" la impartirea cu 15?

2. Demonstrati ca 27" =16 (mod19), pentru orice ne N.

3. Se considerd trei numere naturale a,b,c astfel incat a*+b3+c® =0(mod3). Demonstrati ca abc=
0(mod3).

4. Care este ultima cifra a numarului N=3*+5+6""?

5. Determinati numerele n de trei cifre stiind cd sunt indeplinite simultan conditiile: n=2(mod7), n=
2(mod11), n=2(mod13)

6. Fie p numdir prim si a un numar natural. Atunci a” = a(mod p).

7. Sa se determine un numar care impartit la 3 da restul 1, impartit la 5 da restul 3 si este multiplu de 7.
8. Se considera numarul x=2""*5" + 2"5™! + 2012, unde neN, n>4. Determinati ctul si restul
impartirii numarului x la 3. (Sibiu, et. locala)

9. Fie a,b,c,d,e cifre in baza 10, cu a= 0. Sa se arate ci abcde =e (mod2).

10. Fie p>2 astfel incat (p—1)!+1=0(modp). Demonstrati ca p este prim.

4404 2100

11. Determinati ultimele trei cifre ale numarului , stiind ca ultimele trei cifre ale numarului sunt
376.

12. Fie n >2 un numar natural. Demonstrati ci (n+1)" =1(modn) si (n+1)" =1(modn?).

13. Ce rest se obtine la impartirea numarului 53°° cu 9?

14. Fie p>0, p prim si x numar natural astfel incat p divide x. Demonstrati ca xPPV=1(modp?).

15. Demonstrati ca daca p>0, >0, p= g, sunt numere prime astfel incat x°=yP(modp) si x=y%(modq),
atunci x=y (modpq).

16. Sa se arate ca daca p>0 este un numar prim, atunci restul impartirii produsului 1-2-3-...-(p— 1) la
1+2+3+...+(p—1) este p—1.

17. Rezolvati ecuatia x*+y*=3026 stiind c¢a x si y sunt numere naturale prime.

18. Ce rest da numarul n3, n numar natural la impartirea cu 13?
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19. Aflati numerele naturale prime n si p stiind ci verifica egalitatea n>+p?=n+2005.
20. Fie A=1-2-3-.....-n+2011, unde n>24
a) Calculati restul impartirii lui A la 5%
b) Aratati ca A nu este patrat perfect.
21. Fie p un numar prim §i a un numar natural astfel incat a’= 1(modp). Demonstrati ca a+1=0(modp)
sau a—1 =0(modp).

22. Fie a,b,c,d,e cifre in baza 10, cu a= 0. S se arate ci abcde = de (mod4).

23. Sa se determine restul impartirii numarului 4% 1312,
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