CONCURSUL INTERNATIONAL ,,ION BARBU — DAN BARBILIAN”
Editia a XX - a, Calarasi, 24 octombrie 2015

Clasaa Vl-a

P1. a) Din multimea tuturor tripletelor de numere naturale consecutive, care sunt prime doua cate doua, determina
tripletul format din cele mai mici trei numere a caror suma este divizibila cu 47.

b) Determina cele mai mici patru numere naturale consecutive a caror suma este un numar natural de 4 cifre
distincte format doar din cifrele numarului 2015.

c) Exista o submultime S a multimii M = {1, 2,3, ..., 50} care sa aiba 43 de elemente si produsul elementelor

sale sa fie patrat perfect? (justifica raspunsul)

Luminita Bucuresteanu si Sorin Furtund, Calarasi

P2. Pe pista de atletism a stadionului din desenul alaturat
alearga, de placere, 53 de oameni. Toti aleargd in acelasi
sens si suma varstelor celor 53 de alergatori este 2015 ani.
La un moment dat, nu exista doi alergatori la egalitate si ei
sunt raspanditi pe toatd lungimea pistei. Arata ca, la acest
moment, existd cel putin un alergitor pentru care suma
dintre varsta lui, varsta alergatorului plasat exact in spatele
sau si a celui care alearga exact in fata sa este un numar mai
mare decat 114.

Gabriela Ruse, Calarasi

P3. O alee de latime 1 metru si lungime n metri (neN, n>2) se paveaza cu n placi patrate care au lungimea

laturii de 1 metru, fiecare fiind alba sau neagra. O pavare este buna daca pentru orice placa din cele n, placa din
dreapta ei este neagra sau placa din stanga ei este alba (vezi :

5 S - dreapta
desenul alaturat). Céte paviri bune se pot face pentruun n dat?

Vasile Pop, Cluj Napoca

P4. Daca aeste un numdr natural par iar b este un numar natural impar astfel incadt a>b>3, a+ b| ab+1si
a—b|ab -1, arétati cd a’ < Z(b2 —1).
Gheorghe Stoianovici, Calarasi

Sucees

Barem de corectare: Problema 1. a) 2 puncte; b) 2 puncte; ¢) 3 puncte; Problema 2. 7 puncte; Problema 3. 7 puncte;
Problema 4. 7 puncte.



CONCURSUL INTERNATIONAL ,,ION BARBU - DAN BARBILIAN”
Editia a XX - a, Calarasi, 24 octombrie 2015

Clasaa Vl-a

P1. a) Din multimea tuturor tripletelor de numere naturale consecutive, care sunt prime doua cate doua, determina
tripletul format din cele mai mici trei numere a caror suma este divizibila cu 47.

b) Determina cele mai mici patru numere naturale consecutive a caror suma este un numar natural de 4 cifre
distincte format doar din cifrele numarului 2015.

¢) Exista o submultime S a multimii M = {1, 2,3, ..., 50} care sa aiba 43 de elemente si produsul elementelor

sale sa fie patrat perfect? (justifica raspunsul)
Luminita Bucuresteanu si Sorin Furtuna, Calarasi

Solutie
a) numerele sunt de forma 2k —1, 2k, 2k +1, 47|6k = 2k >94; numerele sunt 93, 94, 95;

b) dacad X, x+1, x+2, x+3 sunt numerele cautate si S este suma lor rezulta 4| S —6; cerintele problemei

sunt satisfacute pentru S =1250; numerele sunt: 311, 312, 313, 314.
c) Conditia necesara ca produsul elementelor submultimii S sa fie patrat perfect este ca acesta sa nu contina

un multiplu al lui 13 si numerele 29, 31, 37, 41, 43, 47. Produsul elementelor multimii
2

M /{26, 29, 31,37, 41, 43, 47} este (2 -3" -5° - 7* -11° -13-17 19 23)

P2. Pe pista de atletism a stadionului din desenul alaturat
alearga, de placere, 53 de oameni. Toti aleargd in acelasi
sens si suma varstelor celor 53 de alergatori este 2015 ani.
La un moment dat, nu exista doi alergatori la egalitate si ei
sunt raspanditi pe toatd lungimea pistei. Arata ca, la acest
moment, existd un cel putin un alergator pentru care suma
dintre varsta lui, varsta alergatorului plasat exact in spatele
sau si a celui care alearga exact in fata sa este un numar mai
mare decat 114.

Gabriela Ruse, Calarasi
Solutie
La momentul respectiv se fixeaza un alergator si se numeroteaza pozitiile, In sensul in care se aleargd, cu 1,2, ...,

53. Notdm varsta alergatorului care aleargd in pozitiancua,, ne{l, 2, ...,53}. Presupunem ca:
a, +a,,+a,,,<114, n=151, a,+a,+a <114, a, +a +a,<114=
3(a, +a, +...+ a5 ) <53-114 = 6045 < 6042 , contradictie.

P3. O alee de latime 1 metru si lungime n metri (neN, n>2) se paveazi cu n plici pétrate care au lungimea

laturii de 1 metru, fiecare fiind alba sau neagra. O pavare este buna daca pentru orice placa din cele n, placa din

dreapta ei este neagra sau placa din stdnga ei este alba (vezi _

desenul aldturat). Cate paviri bune se pot face pentruun n dat? ~ 5@nga L aleea dreapta
Vasile Pop, Cluj Napoca




Solutie. Deoarece Inaintea primei placi (in stanga) nu exista alta placa
{alba) rezultid cid a doua placa va fi cu siguranti neagra. Deoarece in
dreapta ultimei placi nu exista alta placa (neagra) rezulta ca penultima
placa va i cu siguranta alba. Vom arata ca singura pavare buna este
cu placi de culori alternante negru, alb., negru, alb...., negru, alb si in
comsecinta n trebuie sa fie numar par si exista o singura pavare buna.
Daca prin absurd prima placa ar fi neagra (ca si a doua), atunci In
stanga placii a doua nu e placa alba deci in dreapta avem placa ncagra
(astfel ca primele trei placi ar i negre). Rationand la fel cu placile negre a
doua si a treia rezulta ca si a patra placa este neagra si in mod analog ar
rezulta ca si a (n— 1) placa (penultima) ar i neagra, ceea ce am vazut ca
este fals. In concluzie prima placa este alba si a doua este neagra. Daca
a treia placa ar fi neagra avem placile consecutiv doi si trei negre si ca la
rationamentul anterior ar rezulta ca urmatoarele (inclusiv penultima) ar
fi negre. Astfel ca primele trei sunt alb, negru, alb si nu pot exista doua
consecutive de acecasi culoare. Cum a (12 — 1) placa este alba rezulta ca

(rr — 1) este impar deci n este par.

P4. Daca aeste un numar natural par iar b este un numar natural impar astfel incat a>b>3, a+ b| ab+1si
a—b|ab—1,ardtati ci a° < 2(b2 —1).

Gheorghe Stoianovici, Calarasi

Solutie
b atic: d'la|] d’la+b] d'|lab+1 d1= (a, b)=1 dla+b| dJ2a

emonstratie: d'l = d'[ab = d[ab =d[1=(a, b)=1 dla—b :>d|2b

d|2a

[0 = (a—h, a+b)=1(1); a+bl(a+b)o =a+b|(a+b)b—(ab+1)=a+bb*-1(2);
(a, b)=1 a+blab+1

d impar

a-bab-L | bf(ab-1)-b(a-b)=a-blb* -1 (3); din (1), (2)si (3)=a ~b7|p° 1 g
a—b|(a—b)b ' B ’

b*-120= a’-b’ <b’-1<a’+1<2b® (4); a®+1limpar, 2b° parsi (4)= a’ +2<2b’ < a’< 2(b2 —1).



