B CONCURSUL INTERNATIONAL ,,ION BARBU - DAN BARBILIAN”
o Editia a XX - a, Calarasi, 24 octombrie 2015

Clasaa Vll-a

P1. Pentru neN, n>4, se considera propozitia:
»Multimea A= {1, 2,3, ..., n} admite doud submultimi B si C care au proprietatile:
1. fiecare din multimile B si C contine cel putin doud elemente;
2. BuUC=A
3. BNC este multimea vida;
4. suma elementelor multimii B este egala cu produsul elementelor multimii C.”
Aratati ca:
a) daca n=4, atunci propozitia este falsa;
b) pentru orice n>5, propozitia este adevarata.
Gabriela Ruse, Calarasi
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P2. Gaseste toate perechile de numere naturale nenule (n, m) Cu proprietatea —+— = 25
n m
Adriana Constantin, Caldrasi

P3. Dacd aeste un numar natural par iar b este un numar natural impar astfel incadt a>b>3, a+ b|ab +1si
a—blab -1, aratati ca a* <2(b” -1,

Gheorghe Stoianovici, Célarasi

P4. Fie ABCD un paralelogram care are masura unghiului Aegala cu 60. Daca bisectoarea unghiului B
intersecteaza diagonala AC n punctul M si latura DC in punctul N, bisectoarea unghiului D intersecteaza
diagonala AC in punctul Psi latura AB in punctul Q iar patrulaterul BNDQ este romb aratati ca AC =3MP.

Aurelia Cataros, Calarasi
P5. Fie triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC si m(ACB)=75°. Tn interiorul unghiului ABC se consideri

semidreptele [BE si [BM astfel Tncat m(ABE):lS0 si m(MBC):30°, E,M €(AC) . Perpendiculara in M pe

BM intersecteaza AB Tn N. Daca D este mijlocul laturii [BC] si P este piciorul perpendicularei din A pe BE,

demonstrati cd MD = NP.
Sorin Furtund, Calarasi

P6. Fie ABC un triunghi, d, simetrica dreptei BC fata de dreapta BA si d, simetrica dreptei CB fata de

dreapta CA. O dreapta care trece prin punctul A si nu intersecteaza segmentul [BC], intersecteaza dreapta d,

n punctul M si dreapta d, in punctul N. Sa se arate ca BM +CN = BC daca si numai daca m(BAC) =90°
Vasile Pop, Cluj Napoca

Succes

Barem de corectare: Problema 1. a) 2 puncte; b) 2 puncte; Problema 2. 3 puncte; Problema 3. 7 puncte; Problema 4. 3 puncte;
Problema 5. 4 puncte; Problema 6. 7 puncte.
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Clasaa Vll-a

P1. Pentru neN, n>4, se considera propozitia:
»Multimea A={1, 2, 3, ...,n} admite doud submultimi B si C care au proprietatile:

1. fiecare din multimile B si C contine cel putin doud elemente;

2. BUC=A

3. BNC este multimea vida;
4. suma elementelor multimii B este egald cu produsul elementelor multimii C.”

Aratati ca:

a) daca n=4, atunci propozitia este falsa;

b) pentru orice n>5, propozitia este adevirata.

Gabriela Ruse, Calarasi

Solutie:

a) pentru niciuna din cele 6 partitii cu proprietatile 1., 2. si 3. nu este adevérata proprietatea 4. ;
b)

) keN, k>3=1+2+3+...+ 2k -[1+(k-1)+ 2k | =k(2k +1) -3k =1-(k -1)- 2k

i) keN, k=22=1+2+3+...+(2k+1)—(1+k+2k)=(k +1)(2k +1) -3k —1=1-k - 2k

. . 1 1 1
P2. Gaseste toate perechile de numere naturale nenule (n, m) CU proprietatea —+ —=—
n

m 25
Adriana Constantin, Calarasi

. . 1 1 1 .
Solutie: daca Nn=mMm= —+—= > < n=m=50; daca n=m putem presupune n<m; presupunem
n m

n250:>m>50:>1+l<i,fals:>n<503m;1+1=i<:>(n—25)(m—25)=54<:>
n m 25 n m 25

n-25=1 n-25=5 n=26 n=30 .
, sau ;& sau ; perechile de numere naturale nenule (n, m)cu
m-25=5 m-25=5 m =650 m =150

proprietatea —+-- =, sunt: (50, 50), (26, 650), (650, 26), (30, 150), (150, 30),

P3. Dacd aeste un numdr natural par iar b este un numar natural impar astfel incat a>b>3, a+b|ab+1si
a —b| ab —1, aratati ca a’< Z(b2 —1).

Gheorghe Stoianovici, Calarasi

Solutie
b atic d’|a :>d’|a+b :>d’|ab+1 L1 (a, b) =L dla+b :>d|2a N
emonstratie: d'lb d'[ab d'[ab (a, b)=1, da—b d|2b

d|2a

d|2b ~ ~a+b|(a+b)b ~ 2 _
(a, b)=1 = (a-b, a+b)=1(1); a+blab+1 =a+b|(a+b)b—(ab+1)=a+b|b’ -1 (2);
d impar

a-blab-1 = a-b|(ab-1)-b(a-b)=a-blb* -1 (3); din (1), (2)si (3)=a’ ~b’|b* -1 s
a—bl|(a—=b)b ’ o ’

b?~1#0= a’ b’ <b’ -1« a’ +1<2b* (4); a’ +1impar, 2b” parsi (4)= a’+2<2b” < a” <2(b” -1).



P4. Fie ABCD un paralelogram care are masura unghiului Aegald cu 60. Daca bisectoarea unghiului B
intersecteaza diagonala AC in punctul M si latura DC in punctul N, bisectoarea unghiului D intersecteaza
diagonala AC Tn punctul Psi latura AB in punctul Q iar patrulaterul BNDQ este romb aratati ca AC =3MP.

Aurelia Cataros, Calarasi
Indicatie: M este centrul de greutate al triunghiului ABCD si P este centrul de greutate al triunghiului AABD

P5. Fie triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC si m(ACB)=75°. Tn interiorul unghiului ABC se considerd

semidreptele [BE si [BI\/I astfel Tncat m(ABE)=15° si m(MBC)=30°, E,M €(AC). Perpendiculara in M pe

BM intersecteaza AB in N. Daca D este mijlocul laturii [BC] si P este piciorul perpendicularei din A pe BE,

demonstrati ca MD = NP.
Sorin Furtuna, Calérasi

Solutie
A R m(ABM ) =75° —30° = 45° =ABMN - dreptunghic si isoscel. Ducem
) BN
N MF L BN,F e(BN) = MF =—
Wi 2
f 0 0 0 AM : .
. m(BAC):lso ~2:75° =30° = MF = == din s dreptunghic AFM . Dec
™ BN=AM =AN=MC (1)
m(BEC)=45° = m(AEP):m(EAP)=45°
8 D =

sABD =sBAP(IU)=BD=AP=DC=AP (2)
m(NAP):30°+45°:75°:>m(NAP):m(MCD) ©)

Din (1), (2) si (3) = ANAP = AMCD = MD = NP

P6. Fie ABC un triunghi, d, simetrica dreptei BC fata de dreapta BA si d, simetrica dreptei CB fata de

dreapta CA. O dreapta care trece prin punctul A si nu intersecteaza segmentul [BC], intersecteaza dreapta d,

in punctul M si dreapta d, Tn punctul N. Sa se arate ca BM +CN = BC daca si numai daca m(BAC) =90°.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. 7 <= 7 Daca BAC = 90° simetricul lui M fata de AB este un
punct M'" € BC astfel ca BEM = BM'.
Pe de alta parte MAB = Bﬁf’ M'AC = 90° — BAM' si

MAC = 180° — BAC — MAB = 90° — MAB,

astfel ci NAC = M'AC si AACN = AACM’, deci CM’ = CN.
In concluzie BM + CN = BM' + CM' = BC.
» = ” Daci BAC # 90° atunci M'AC £ NAC 51 daca MAC <

U AC atunci M'C NC si MB + NC' = BC daca ’Li” AC = NAC
atunci M'C' > NC si MB+ NC < BC.



