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IX. PUTERI

Pentru a si n numere naturale notam a'=.
a®=1,a'=a, 0° nu are sens

Proprietati:

1" =1, oricare ar fi n numar natural

0" = 0 oricare ar fi n numar natural nenul

a™-a"=a™" oricare ar fi a,b,m,n numere naturale
a": a” =a""

(an)m - an -m

a"-bp" = (ab)"

a":b"=(a:b)"

Observatie:

Compararea puterilor
a) daca puterile au aceasi baza, se compara exponentii: pentru mn;

b) daca puterile au acelasi exponent, se compara bazele: pentru ;

¢) daca puterile au exponenti diferiti si baze diferite, atunci se aduc puterile la aceasi baza sau
la acelagsi exponent.

Ultima cifra a unei puteri

Notam U(n) ultima cifra a numarului natural n.

U@’ ) 5, oricare ar fi kN.
u(6 ) 6, oricare ar fi kN.
U(l?( 1, oricare ar fi kN.

U (24 ) 6 U (24k+1) 2 U (24k+2):4’ U (24k+3):8
U (34 ) 1, U (34k+1) 3,U (34k+2):9, U (34k+3):7
U (74k) 1 U (74k+1) 7 U (74k+2):9’ U (74k+3):3
U (84 ) 6 U (84k+1):8 U (84k+2):4, U (84k+3):2

U@4?=6, U(4**1)=4
U(92k) 1 U(92k+1):

Probleme rezolvate

» Sa se compare numerele:

Rezolvare:

Observam ca: si , deoarece

« Opt numere naturale diferite ny, ny, ng, ...ng sunt scrise in ordine crescatoare si verifica
egalitatea

. Aflati cele opt numere. (Giurgiu, et. locala)

Rezolvare:

Deoarece ni<n,<...<ng dam factor comun pe Nn;=2-1003n;=1, =1003=2-501n,—n;=1n,=2, analog

Nz—N,=2n3=4, n4=6, ns=7, Ng=8, N;=9, ng=10

« Fie numerele a = 6° - 8% i b =2° -12°. Ardtati ca numerele a si b sunt egale. (Calarasi, et.
locala)

Rezolvare:

si a=b.
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* Fie numerele si unde si. Comparati numerele A si B. (Cluj, et. locald)
Rezolvare:

. Observam cab>aB=b—a>(0=AB > A.

« Aflati ultima cifrd a numarului n=7+72+7%+...+

Rezolvare:

Observam ci U(74k):1, U(74k+1):7, U(74k+2):9, U(74k+3):3u(74k + 74k+1 + 74k+2 + 74k+3):0.

Grupam termenii sumei céte 4 si cum 2011=4-502+3U(7+7%+7°+....+7°=U(7°)=3.

« Stiind ci , nN, si se afle restul impdrtirii la 5 a numarului S=2"+3"+4"+7". (Arges, et. locali)

Rezolvare:

6n + 13=4n + 267 n=127S=2"" + 3" + 41?7 + 7'%7_ Calculam UQ2") = U(2'**2%)=U(2%)=8,

UB¥2"=uU(3*3%=U(3%=7, U(4**")=U(4 -4)=U(4)=4, U(2**")=U(7***7%)=U(7%)=3

U(S)=2restul impartirii lui S la 5 este 2.

* a) Demonstrati ca intre doud puteri naturale consecutive ale lui 3 se gasesc cel putin o putere a

lui 2 si cel mult doua puteri ale lui 2.

b) Suma numerelor naturale prime distincte a,b,c ordonate crescator este 10. Aflati numerele

naturale x,y,z, stiind ca 2>, b*7, ¢®* sunt pitrate perfecte. (Gorj, et. local)

Rezolvare:

a) folosim metoda reducerii la absurd si presupunem ca intre 3" si 3" nu se afld nicio putere a

lui 2, deci exista m N, astfel incat 2™ < 3" < 3™ < 2™ M. oM 5 301 3N deci 2 > 3, contradictie

, rezultd ca intre 3" si 3™ se afld cel putin o putere a lui 2. Pentru a demonstra ci intre 3" si 3™

se afld cel mult doud puteri ale lui 2, presupunem ca intre 3" si 3™ se afla trei puteri ale lui 2,

deci existi m N, astfel incat 3" < 2™ < 2™ < 2™2 < 3MIgML 3 5 ™2 oM deci 3 > 4,

contradictie!; b) Deoarece a < b < ¢ si a,b,c sunt numere prime, rezulta a=2, b=3, c=521 este

patrat perfect daci x, 3'"™ este patrat perfect dacid y, 5 este patrat perfect daci z.

« Determinati toate numerele naturale x, y care verificd relatia: 2* + 2¥ + 2**Y'= 44, (Concursul

»Scoala cu ceas”- Rm. Valcea)

Rezolvare:

Presupunem x <y 2° (1+ 2" + 2Y) = 2% 11x=2 i 2™ + 2¥ = 102¥™* + 2¥ = 2+2%y=3. Analog

pentruy <X

* Determinati numerele naturale m,n si p astfel incat =2012. (Bucuresti, et. locald)

Rezolvare:

Observam cd 13 < 2012 < 133 deci p. Pentru p=0=2011. Cum 1999>1999—=> 680, deci nu

avem solutii. Pentru p=1=1999, deci n3. Cum 1999>1999—=> 668, deci nu avem solutii. Pentru

p=2=1843 < 11*. Deci n. Daca n=3, obtinem 8" =512=83, deci m=3. Daci n2, rezulti ca > 1843,

deci nu avem solutii.

* Sa se determine ultimele patru cifre ale numarului A =
et. locala)

Rezolvare:

Dand factor comun se obtine A = 22007 _ p2001 _ 92000 = 52000 (57 5 _ 1) = 2200 .175 125 =53

22000 — H1897 23, A = 2197 .23 . 53 = 2197 .1000ultimele trei cifre vor fi zerouri avand inmultire

cu 1000, cea de a patra cifrd, de la sfarsit, va fi ultima cifrd al lui 2*%7 U7y = U( 2* ***1) =

U(2**%) - 2=0(16*") -2 =U(6-2) = 2ultimele patru cifre ale numarului A sunt 2000.

« Aratati ca 2'°%, scris in baza 10, are cel putin 301 cifre. (Dolj, et. locald)

7% (Buzau, et. locald)

22007 _ 2001 _ 92000 " (Bistrita-Nasaud,
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Rezolvare:

Observam ci 2'°=1024, deci are 4 cifre, de unde rezulta ca (2'9'° > (10%)'°, ceea ce
demonstreaza ca

21000 10300, dar cum 10%% are 301 cifre rezulta ca 2% are cel putin 301 cifre.

Probleme propuse

 Aflati ultima cifrd a numarului a=1-2-3-...-n +. (Bucuresti, et. locald)

* Ordonati crescator numerele: x=216%3 _ 71652 _ Hl651 y:3993 —2-3%92 — .39 _ 3% si 7=7%%% +
9-7%%0 — 8.7%%! (Satu Mare, et. locala)

» Comparati numerele 2926j 3%, (Maramures, et. locald)

* Aratati ca nu existd numere naturale x si y care sa verifice egalitatea 5 X2 + 3-y2 = 8200, (Braila,
et. locala)

* Fie kN. Aflati restul impartirii numarului la 5. (Brasov, et. locald)

6. Fie si, nN.

a) Comparati numerele a si b.

b) Aratati ca numerele a si b dau acelasi rest la Tmpartirea cu 165, oricare ar fi nN. (Caras-
Severin, et. locald)

* Determinati restul Tmpartirii la 5 a numarului A=. (Dambovita, et. locala)

* Demonstrati ca numarul a= se divide cu 57. (Galati, et. locald)

» Sa se demonstreze cd numarul n= nu este patrat perfect. (Ialomita, et. locald)

» Sa se determine numerele naturale a si b astfel ca: . (Mehedinti, et. locald)

Solutii probleme propuse

+ Observam ci U(4™)= U=

Pentru n5, U(1-2-3-...-n)=0U(a)=

Pentru n=1U(a)=U(1+4)=5. Pentru n=2U(a)=U(2+6)=8. Pentru n=3U(a)=U(6+4)=0. Pentru
n=4U(a)=U(4+6)=0; 2. Dupi efectuarea calculelor rezultd ca x=2-32%%, y=2-27°%, 7=2-49%%y <
X < z; 3. 2% < 2%« <==3%22%<3%: 4. U(x*)U(5-x%),U(3'Y?)

U(5-x? + 3-y?), dar U(8°%%)=4, deci egalitatea nu poate avea loc; 5. U()=9, U()= 4U()=3restul
impartirii la 5 este 3; 6. a) Dupd efectuarea calculelor observam ca a=24si b=35a<b, b)
a=24=(165-10+150)-=165-10-+150-, analog b=165-15-+150-a si b dau acelasi rest la impartirea
cu 165; 7. Observam ca U()=6, U()=2, U() =1U(A)=9A=10k+9=5(2k+1)+4, deci restul este 4; 8.
Observam ci 1+7+7°=57 si cum avem 999 puteri ale lui 7, le grupdm cate trei si avem:
a=(T+7%47%)+ (T+7°+70)+. 4 (7% +7%8+7%9)=7-57+7457+.. +7°-57= 57-(7+7*+..+7%") deci
57 divide a; 9. U(n)=U(92%%)+ U(93%)=2+1=3n nu este patrat perfect deoarece U(n); 10. (2°+1)
(6°+1)=17-37cazul I: 2°+1=17, 6*+1=37 cu solutia a=2 si b=4, cazul II: 2°+1=37, 6*+1=17 nu are
solutie.
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Fisa de activitate
* Fie numerele si
y=.
a) Aratati ca x +y este patrat perfect.
b) Calculati x” si y*. (Arges, et. locald)
* Sa se detremine ultimele doua cifre ale numarului (Gazeta matematica, seria B)
 Aflati numerele naturale x,y,z care verifica egalitatea . (Arges, et. judeteand)
» Sa se compare numerele a=4> + 3% i 810 + 27, (Hunedoara, et. locald)
* Determinati cifrele x si y din egalitatea . (Vaslui, et. locald)
« Calculati y—x stiind ci x si y verificd egalitatea: 52" + 2006 + y = 2006. (Arges, et. locala)
e Aritati ¢ numdrul N=2 - 4" - 2" - 92"+ 8" - 16 - 81" - 9 + 23™2 . 27" . 3" . 243 este divizibil
cu 1118. (Timis, et. locald)
« Comparati numerele 128" si 65°°. (Gazeta matematica, seria B)
* Se da numarul A =, unde n N*. a) Aratati ca n? + n este numar par. b) Aflati ultima cifra a
numarului A. (Constanta, et. locald)
« Se dau numerele: x=27%:9%+3—(3%- 2°)%:(3"" - 2%) si y=3-(5-2-3-2430:405).
a) Calculati x+z; x—z; x-z; x’: (3)™.
b) Aflati ultima cifrd a numarului A=x"" +Yy . (Botosani, et. judeteand)
« S se arate cd numarul N=113+223+..+99° este impar. (Vrancea, et. judeteand)
« Daci numerele naturale n, n+1, n+3 sunt prime, atunci este adeevirat ci numirul n™
(n+1)" + (n+3)™? este prim? (Gorj, et. judeteani)
+ Si se arate cd nu existd numere numerele naturale impare m,n,p astfel incat 2™+2"+2°P=2000.
(Hunedoara, et. locala)
« Comparati numerele a=2""" + 3-2"1—9-2" 5 b=2""-5"— 10", nN. (Olt, et. locala)
« Determinati numerele a,n N stiind cd a este numdr prim si a®" — 4=3-(4+4%+4+.. +41%%),
(Arges, et. judeteana)
« Se dau numerele A=5"0+51%%1 51997 o B=50451452453,
a) Sa se arate cd B divide A.
b) Sa se afle ultimele trei cifre ale numarului A. (Arad, et. judeteand)
« Se dau numerele a=3%% - 3% - 3% g b=17%. Care dintre ele este mai mare? (Gazeta
matematica, seria B)
« a) Calculati 6*+19°+40%
b) Demonstrati cd numarul 19977 se poate scrie ca suma a trei patrate perfecte.
) Scrieti in trei moduri numarul 1997 ca suma de puteri ale numarului 2. (Teleorman, et.
judeteand)
« Demostrati ¢a oricare ar fi nN’, 1991 divide a, unde a=3*""* - 11?" - 125" + 4 - 53™2. g1 .
121", (Botosani, et. judeteani)
« Aflati ultimele dou cifre ale catului impartirii numarului 7"+ 4-7" + 17 la 11, stiind cd n
este multiplu de 4. (Gazeta matematica, seria B)
* a) Aratati ca numerele de forma a=2"" - 3™% . 5™1—
ar finN’.
b) Fie x=4" + 9", nN.. Aritati ci x nu este pitrat perfect. (Alba, et. locali)

1999 1999 -1 1999

34

1997

180-2 sunt divizibile cu 30" — 1, oricare
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« Existd numere naturale n astfel incat 2"+ 3" = n> + n*? (Mehedinti, et. judeteana)
* a)Sase comg)are numerele 249 cu 5%%2,

b) Aratati ca 10%* < 2% < 10%.

c) Cate cifre are numarul A=2%%0. 5240 9 (Valcea, et. locald)

* Aratati ca, nu poate fi patrat perfect, oricare ar fi numerele naturale m,n cu m>1, n>1.
(Prahova, et. locald)

. Sedaunumerele : a=1+ 2 + 2.+ 2190 4 21967 g g (31311 _ 31310 4 31309 _ 31308 | | 33 32
+3-1)

a) Scrieti numerele a+1 si b+1 ca o singura putere. b) Comparati numerele a si b. (Vrancea, et.
locald)
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