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VII. DIVIZIBILITATE

Fie a si b doua numere naturale. Daca a este divizibil cu b si b este divizibil cu a atunci a =
b.

Fie a, b, ¢ trei numere naturale. Daca b se divide cu a iar ¢ se divide cu b atunci ¢ se divide
Cu a.

Daca un numar natural se divide cu un numar natural, atunci primul se divide cu toti
divizorii celui de-al doilea.
Daca fiecare termen al unei sume de doua numere naturale se divide cu un numar natural,
atunci §i suma

lor se divide cu acel numar natural.

Daca un numar natural a se divide cu un numar natural m §i daca un numar natural b se
divide cu acelasi numar natural m, atunci si suma lor a + b se divide cu m sau daca m|a §i
m|b, atunci m|(a + b)

oricare ar fi a, b numere naturale.

Daca unul din termenii unei sume de doua numere naturale se divide cu un numar natural,
iar celalalt termen nu se divide cu acel numar natural, atunci suma nu se divide cu acel
numar natural.

Fie numerele naturale a si b. Daca numarul a se divide cu numarul natural m si daca b nu se
divide cu m atunci suma lor a + b nu se divide cu m sau daca m|a si m|b, atunci m|(a + b)
oricare ar fi a, b, m numere naturale.

Fie a, b i m numerele naturale, a >b. Daca a se divide cu m si b se divide cu m atunci si ab
se divide cu m sau daca m|a si m|b, atunci m|ab oricare ar fi a, b, mN, a > b.

Daca un numar natural a se divide cu un numar natural m, atunci produsul lui a cu orice
numar natural se divide cu m, sau daca m|a, atunci m|ab, oricare ar fi a, b, mN.

Definitie: Un numar natural d se numeste divizor comun pentru doud numere naturale a si b,
daca d|a si d|b.

Definitie: Cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c) a douda sau mai multor numere naturale,
nu toate nule, este cel mai mare numar natural care divide fiecare din numerele date.

Cel mai mare divizor comun a doud sau mai multor numere naturale se obtine prin inmultirea
tuturor factorilor primi comuni (ce apar in descompunerea canonica a numerelor date), luati
o singura datd, cu

exponenetul cel mai mic.

Definitie: Un numar natural m se numeste multiplu comun pentru doua numere naturale a §i
b daca a/m si b/m

Definitie: Cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c) a doua sau mai multor numere naturale
nenule este cel mai mic numar natural care se divide cu fiecare din numerele date.

Cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c) a doua sau mai multor numere naturale se obtine
prin inmulfirea tuturor factorilor primi comuni §i necomuni (ce apar in descompunerea
canonica a numerelor date) o singura datd, cu exponenntul cel mai mare.

Daca a si b sunt numere naturale, atunci avem: [a,b]-(a, b) =a-b

Criteriul de divizibilitate cu 4 sau 25

Un numar se divide cu 4 sau 25 daca numarul format din ultimele 2 cifre se divide cu 4 sau
25.

Criteriul de divizibilitate cu 8 sau 125

Un numar se divide cu 8 sau 125 daca numarul format din ultimele 3 cifre se imparte exact la
8 sau 125.
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Criteriul de divizibilitate cu 7, 11, 13. Numarul natural se divide cu 7, 11 sau 13 daca si
numai daca se divide prin 7, 11, 13.

Probleme rezolvate

« Si se determine x pentru care numarul a=5"2 + 3-7%*3 + 33.5%+ 32.72*1 + este divizibil cu

13. (Galati, et. locala)

Rezolvare:

5**2 4+ 335%=5%(5%+3%=5%52 13|5*"2+3*5* pentru orice x N. 3-72*3+32.72*1=3.721(7243)

13|3-7%*3+32-7%* pentru orice xN. = 7509+10x=577-13+8+10x, deci 13| numai daca

13|10x+8x=7.

* Fie a,b si c trei cifre nenule. Aratati ca numarul este divizibil cu 37.

Rezolvare:

=100a+10b+c+100b+10c+a+100c+10a+b=111(a+b+c)=37-3(a+b+c)=Ms7.

* a) Sa se determine cel mai mare divizor comun al numerelor A=1-2-3-4-...-128 si

B=4%-20",

b) S se arate ca numarul (20092°%=5)-(2009%°%° - 4)-(2009?%° - 3) se divide cu 60. (lalomita,

et. locala)

Rezolvare:
a) Exponentul lui 2 in descompunerea in factori primi a lui A este 64+32+16+8+4+2+1=127
iar exponentul lui 5 este 25+5+1=31, B=2'%% -53%(A | B)= 2'?" -5%, b) avem U(2009%°%)=
U(9%%)=9
U(20092009 — 4)=5 astfel ca numarul dat se divide cu 5. In plus diferentele 2009%°% — 5 si
2009%%%° — 3 sunt numere pare, prin urmare numarul se divide cu 2x2=4, dar 2009 — 5 se
divide cu 3.

* Determinati nN, n2, astfel incat 12742 3 se dividi cu n—1. (Gazeta matematica, seria B)

Rezolvare:

Numadrul dat se mai scrie n2007+2=[(n—1)+1]2007+2=(n—1)'x+1+2=(n—1)'x +3, xN si se divide

cu n—1, rezulta ca 3 este divizibil cu n—1, deci n.

* Fie numarul.

a) Sa se arate ca A se divide cu 400.

b) Care este ultima cifra diferita de zero a numarului A?( Botosani, et. judeteana)

Rezolvare:

a) Observamca, , , , iar . Deci grupam termenii numarului A cate 4,

, deci A se divide cu 400.

b) Putem scrie: unde

=2, prin urmare, ultima cifra diferita de zero a numarului A este 2.

» Fie. Sa se arate ca n este divizibil cu 71. (Bucuresti, etapa judeteana)

Rezolvare:

=(71+5)P+(71= 5)>=M71+5%+M7; — 5= Mp+52(51% = 1)= M;1+5°%(3125% — 1)= Mp+5°:

[(44-71+1)° =1]= M7,+5°% (M71+1 —1)=M11.

» Care este cel mai mare divizor posibil de doua cifre al numarului . (Harghita, etapa

judeteand)

Rezolvare:

Observam ca . Dar a si b cifre ca cel mai mare divizor de doua cifre al lui n este , obtinut daca

suma este para.

* Aratati cd numarul se divide cu 819, pentru orice n numar natural nenul. (Ialomita, et.

locald)

Rezolvare:

Descompunem 819 1in 7-9-13.
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=(7-9)" + 7"-7-3"".3— (3-7)"3"9=(7-39)" + 21-7"3*" - 3".7".3".9=7".3%" + 21.7"-3%" —
7"-3%.9=7"-32"(1+21- 9)= 7"-9"-13A divizibil cu 7, 9,13 deci divizibil cu 819.

* Fie numarul natural , . Determinati numarul A stiind ca are cu 36 divizori mai multi decat
A, iar are cu 12 divizori mai mulfi decat A. (Gazeta matematica, seria B)

Rezolvare:

Numarul de divizori ai lui este egal cu numarul divizorilor lui este egal cu si numarul
divizorilor luieste atunci punand conditiile din enunt, obtinem . Cum si, din cea de-a doua
relatie rezulta , deci . Solutiile sunt: sau , deci sau .

*  Aratati cd numarul este divizibil cu 10. (Constanta, et. locala)

Rezolvare:

. Daca , atunci , deci . Daca , atunci notand , avem , deci . Dar A este un numar par (fiind
suma a 1000 de numere de aceeasi paritate). Deci si in acest caz avem .

o Aflati numerele naturale a si b stiind ca [a,b] este de 15 ori mai mare decat (a,b) si
5a+3b=150. (Gazeta matematica, seria B)

Rezolvare:

Fie d=(a,b)a=da;, b=db;, unde a; si b; sunt prime intre ele. Cum [a,b]=dajb; da;b;=15d
aib;=15. Sunt patru cazuri posibile: 1) a;=1, b;=15a=3, b=45; 2) a;=3, b;=5a=15, b=25; 3)
a;=5, b1=3 nu convine; a;=15, b1=1 nu convine.

Probleme propuse

* Aratati ca numarul este divizibil cu 5. (Bucuresti, et. locala)

*+ FieA

a) Aflati cati multipli de 3 contine multimea A.

b) Fie B multimea elementelor din A care sunt multipli de 3 sau multipli de 5. Cate

elemente contine multimea B?

c¢) Aflati suma elementelor multimii B. (lasi, et. judeteand)

* Fie a, b, c numere naturale nenule astfel incat 4a—5b=9c. Demonstrati ca a+b se divide cu 9

si b+c se divide cu 4. (Gazeta matematica, seria B)

* Fie n numadr natural impar.

a) Sa se arate ca este divizibil cu 24.

b) Dacd , , ..., sunt numere naturale care impartite la n dau caturi distincte si resturi distincte,

aratati ca valoarea minima a sumei este divizibild cu 12.(Mehedinti, et. judeteana)

« Fie numdrul n=2+2%+2%+. . +2%12

a) Aratati ca n nu este multiplu al lui 2012.

b) Calculati restul impartirii lui n la 31. (Cluj, et. locala)

* a) Determinati numerele prime a, b, c, stiind ca .

b) Sa se arate ca dacd suma a doud numere naturale nenule este un numar prim, atunci cele

doua numere sunt prime intre ele. (Salaj, et. judeteana)

* Consideram patru numere prime distincte a,b,c,d mai mari decat 3, cu suma divizibila cu 6.

Demonstrati ca numarul: A=(a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d) se divide cu 576. (Gazeta

matematica, seria B)

* Un elev a rupt la intamplare 7 foi dintr-o carte, a adunat numerele tuturor paginilor rupte si

a spus ca rezultatul obtinut se divide cu 10. Este adevarat ? Justificati raspunsul. (Bucuresti,

et. locala)

* Si se determine numerele naturale de forma diviyibile cu 4 astfel incat a’=c®. (Gazeta

matematica, seria B)

*  Fie numerele a=3*-3*2-3%. -3% g b=1+3+3%+...+3%", Aratati ca (a—6b)|(2b+1). (Cluj,
et. locald)
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* Determinati numerele naturale n2 care sd se descompund in factori primi de forma
(a+b)°(b+c)?(c+a)’, unde a,b,c sunt numere natural nenule, iar a+b, b+c, c+a nu sunt neaparat
diferite. (Gazeta matematica, seria B)

Solutii probleme propuse

1. Observam ci 1+2°=5, grupam termenii sumei cate doi si dim factor comun convenabil
astfel incat n=(1+2%)+23(1+2%)+24(1+2%)+.. +2%(1+2%)=5(1+23+2*+...2%), deci n divizibil cu
5; 2. a) 3=3-1, 6=3-2,..., 2007=3-669. Numarul multiplilor de 3 este 669. b) 669 multipli de 3,
401 multiplui de 5, 133 multipli de 15. Card(B) este c) S; 3. Relatia din enunt se mai scrie
4a=9c+5b si daca adunam 4b, obtinem 4a+4b=9¢+9b, de unde 4(a+b)=9(c+d), cum 4 si 9 sunt
prime intre ele rezultd concluzia; 4. a) Intr-un produs de trei numere naturale consecutive,
exact un factor este multiplu de 3, deci se divide cu 3. Daca n este impar, , avem:. Cum in
produsul a doud numere naturale consecutive exact unul din factori este par, produsul se
divide cu 2, deci este multiplu de 8. Prin urmare, este divizibil cu ; 5. a) n este un numar de
forma 4k+2, deci nu se divide cu 4, iar 2012=4-503, rezulta ca n nu se divide cu 2012; b)
N=2+22+23(1+2+2%+2%+2%+.. +2298(1+2+2%+2%+2%)=M3.+6, deci restul c[utat este 6; 6. a)
Daca a, b, ¢ sunt pare si prime (F); Daca a, b, ¢ sunt impare si prime impar. Trebuie ca doua
din numere sd fie prime pare si al treilea prim impar , numar prim. Solutiile sunt: ; ; ;b), p
numar prim §i impar a numar par si b numar impar (sau invers). Fie , si cum p este numar
prim, deducem sau . Cazul este imposibil. Rezulta si deci numerele a §i b sunt prime intre ele;
7. 576=64-9, unde (64,9) a,b,c,d au una din formele 3k+1 sau 3k+2, a,b,c,d pot fi 3kj+1,
3ko+1, 3kst+2, 3ks+2. douad din paranteze vor fi divizibile cu 3, deci 9 | A, ab,c,d-impare
implica fiecare paranteza — para, 64 | A; 8. Suma numerelor de pe o foaie este impar (fiind
suma a doua numere consecutive). Suma a 7 numere impare va fi un numar impar, deci nu se
poate divide cu 10; 9. a’=c%a=x?, c=y", a si b cifre a=4, c=84|; 10. si; 11. Observam ca dintre
numerele a,b,c doud au aceeasi paritate, deci cel putin unul dintre numerele a+b, b+c, c+a este
par. Presupunem ca a+b este par, dar atb prima+b=2

a=b=1n=2""'-p?

Fisa de activitate
» Fie numerele a=5n+3 si b=8n+5 , nN. Aratati ca [a,b]=a‘b, oricare ar fi nN.
Aratati ca daca (2a +5b)=M13 atunci (3a +b)=M13.
+ Sa se gaseasca numerele naturale a i b in fiecare din situatiile:
a) (a,b)=18 si a+b=180
b) (a,b)=8 si a-b=1344, unde (a,b) reprezintd c.m.m.d.c al numerelor a si b.
* Fie n un numar natural nenul oarecare de forma n=, unde ¢ este ultima cifra a numarului n
si ¢. Sa se demonstreze ca existd un numar natural care se divide cu n si care se scrie folosind
numai cifra c. (Galati, et. locald)
» Fie a, b, ¢ numere naturale nenule astfel incat 4a—5b=9c¢. Demonstrati ca a+b se divide cu 9
si b+c se divide cu 4. (Gazeta matematica, seria B)
* Daca a,b,c sunt numere naturale nenule si 7a — 11b=84c aratati cd 77|b-(a — ¢). (Rm. Vilcea, et.
locald)
* Daca x1,X2,X3,....X500 sunt numere naturale nedivizibile cu 5, aratati ca numarul N=2x14 +
4X24 +6 X34 + ...+ 1000 X5004 se divide cu 5. (Bucuresti, et. locald)
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» Stiind ca suma se divide cu 18 si ca , sa se determine valorile pe care le poate lua S.

(Bihor, et. locald)

» Fie a, b,c trei numere naturale diferite intre ele . Demonstrati ca daca: si (a,b)=(a,c)=(b,c),
atunci este patrat perfect. (Brasov, et. locald)

* Fie T un numar natural cu urmatoarele trei proprietati:

a) T are 2006 cifre;

b) prima cifra a lui T este 3;

¢) numarul format din orice doua cifre consecutive ale lui T este divizibil cu 17 sau cu 23.

Aflati valorile pe care le poate lua ultima cifra a numarului T. (Constanta, et. judeteand)

* Determinati cifrele x,y,z astfel incat numarul , scris in baza 10, sa fie divizibil cu 1980.

(Dolj, et. judeteana)

» a) Sa se arate cd numerele 14 si 15 au aceeasi suma a divizorilor.

b) Sa se arate cd exista o infinitate de perechi de numere naturale avand aceeasi

suma a divizorilor.

c) Sa se arate cd existd o infinitate de triplete de numere naturale avand aceeasi

suma a divizorilor. (Gazeta matematica, seria B)

* Sase arate cd numarul se divide cu 60. (Neamt, et. judeteand)

» Aratati ca numarul este divizibil cu 10. (Constanta, et. locala)

*  Fie multimea A=. Aratati ca:

a) Oricare ar fi 5 elemente din multimea A existd 2 a caror diferenta este divizibila cu 5

b) Oricare ar fi trei elemente din multimea A existd 2 a caror sumd sau diferentd este

divizibild cu 5

¢) Suma oricaror trei elemente din multimea A cu exponentii humere pare consecutive este

divizibila cu 7. (Bréila, et. locald)

e Fie astfel incat . Sa se arate ca 21 divide . (Buzau, et. locald)

* Si se determine numerele , scrise in baza 10, divizibile cu 12 stiind ca se divide cu 51.

(Arges, et. locald)

« Fie n un numar natural nenul. Notam cu S(n) suma divizorilor lui n. Aratati ca daca

S(n)=S(2n), atunci n se divide cu 9. (Dolj, et. locala)

* Fie numarul a=333......33, avand cifra 3 de n ori, n numar natural nenul. Demonstrati ca

daca numarul a se divide prin 13, atunci el se divide si prin 37. (Dambovita, et. judeteana)

* Demonstrati ca existd un multiplu al numarului 2003 care sa fie scris numai cu cifre de 0 si

1. (Prahova, et. locald)
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