AXIOMA SUPLIMENT MATEMATIC NR.56 11

PROBLEME REZOLVATE DIN REVISTA ,,AXIOMA”
Gheorghe Criciun

CLASAaV-a
1. Fie asi b doua numere naturale nenule Stiind ci:
2 3 7 _3 6a

—<—<—<—<———— calculatia + b.
3 a 5 b 2+3b

Nicolae Angelescu, Ploiesti

2 3 7 3 6a 10 45 21
; <o <——  —<—<—=;
5 b 2:+3b 15 15¢ 15
45 7 3
10<—<21=al{3,4}. £ <+ 7b<15>b0{1, 2}
a
Din cele patru cazuri, convine doar asih =2, decia+ b = 6.
2. Si se determine numerele naturale ai b stiind ca 152°*= & + b°.

Eugeniu Bdjuy, Baciu
Solutie:
Avem succesiv
152%M = 152°83 M52 = (1593 27 + 125) = (152H) (3 + 5°) = (352" )% + (5152 )?
, de unde a =[@152 " iar b = 152",
3. S se calculeze produsul numerelor natural a, b, stiind ca sunt verificate simultan
conditile a + b = 64, &t = 671 iar it = 33.
Eugeniu Bjuz, Baciu
Solutie:
Adunand ultimele daurelaii se oliine:
at + b =704, de unde
(a + b)t =704 i inlocuind a + b = 64, vom ¢ine
64t = 704, de unde ¢ = 11.
Tnlocuind ¢ = 11 vom #pi a = 61 iar b = 3, de undékit = 61811 = 2013

4. Aratati ca daca a,b,c sunt cifre ale sistemuluile numeratie in baza zece sB7|abc

atunci 37|bca .

Gh. Craciun,Ploiesti
Solutie
Fie A=abc=100a+bc si B=bca =10bc+a. Observam ca 10A-B=99987 3 (a si

cum 37|abc rezulta37|B .

_ . . I A +
5. Determinai cel mai mare numir rational mai mic decat 1, de forma:a:M .

5yx
Petre Nichila, Ploiesti
Solutie:
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2=562txy . Ne ocugm de nurarul b= 82Xy _62+9x+y say de nuarul ¢= 62+9x

gy +x+y 9y

500+ yx yXx
Pentru a avea ¢ <gl sa fie cel mai mare avem sittiige: y = 9si x({0, 1, 2} sau y = &i

x{0, 1} sau y = 7si x = 0. Nuniirul a este cel mai mare cangy este cel mai marg yx
cel mai mic, deci:

xy 0{29, 19, 18, 09, 08, 07§ yx [ {70, 80, 90, 91, 92}.
_162+429_591_, 1

59z 502 592

20 W :19;a:w:5_81:1—1_0’etc_

1°xy =29;a

Din celesase cazuri, szitorul % fiind cel mai mic,a::—g} este cel mai mare.
Z Z

CLASA a VI-a
1.Aratati ca daca a,b,c,d,e,f sunt cifre ale sistemului de numeratie in baza zece si

37|abcdef atunci numarul 11Ibcdefanu este numar prim.
Craciun Gh. ,Ploiesti

Solutie:

Evident 37[L11.Vom arata ca&87|bcdefa si atuncilllocdefa=37(B[10° + 37Kk deci
admite ca divizor pe 37 si deci nu este prim.
Fie A= abcdef = a100000+bcdef si B=bcdefa=10bcdef + a.Observam ca

10A-B=999 999a =37[27027la sicum 37|abcdef deducem ca 37 divide B.

2.Pe latura AB a triunghiului ABC se consider punctial M iar pe semidreapta (AC se ia
punctual N astfel incat CO (AN) si [CN] = [BM]. Daca {P} = MN N BC si P este mijlocul
segmentului MN, gi se demonstrezei[AB] = [AC].

Eugeniu Bdjuy, Baqiu

Solutie:
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Fie ME || AC, EJ (BC). APEM= A PCN &MPE= <« NPC (op.vf.), [PM]E [PN], «PME= <«
PNC (alt. int.) de unde rezilti [ME] = [CN] si cum [CN]=[BM] se ohiine & [BM] = [ME],
prin urmare triunghiul MBE este isoscel ¢MBE = « MEB.
Dar <« MEB = « ACB (corespondenteyi prin urmare vom ave&ABC = « ACB ceea ce
demonstreaica triunghiul ABC este isoscel cu [AB] [AC].
3. Fie n nuniir natural nenul si

A ={xON | x multiplu de 3si n <x < 3n}.
a) Pentru n =670 4 se determine nuréirul de elemente ale muiimii A.
b) Si se determine n pentru care A cotine 100 de elemente.

Nicolae Angelescu
Solutie:
a) A ={672672+ 3172+ 3R...672+3[445 ; cardA= 446.
b) 31-n=300 n=150 150<x <450.
A ={153153+ 31153+ 3D...153+ 398 are 99 de termeni; nu convine.
n=151 151<x<453; A ={153153+ 31153+ 32...153+ 309 are 100 de termeni, deci
n=151
4. Si se arate & numirul a = 49"3™'B4 + 7B + 7"B"R0 este divizibil cu 3003
oricare ar fi numarul natural nenul n.
Adelina Apostol, Ploigi

Solutie:
a=7% 3" [{3B4+ 73+ 20)= 72" 3" M1M3; 3003= 3 7[11[13. Decia se divide cu 3003.
5. a) Scrigi numerele 14si 14° ca sumi de trei pitrate perfecte.

b) Aratati ca orice putere naturala a lui 14 se poate scrie ca o suirde trei patrate
perfecte

I. Lupeasi |. Tomescu

Solutie:
a)14=F+2+31#=4+6+12.b)14=0+0+1.

14 =1404=1407 + 2 + 3)=(14)+(142)+(14BY.
1P =14 N4=140° + 6 + 12)=(14D)+(14B)+(1402)

CLASA a VII-a
1.Se considera A un numar de 4030 cifre dintre care 2015 sunt cifre de 3 iar restul de 7 .Sa

se arate ca \/XD N .
Craciun Gh. ,Ploiesti
Solutie:
Observam ca suma cifrelor lui A este egala cu 2&1%@ restul impartirii acestui numar la trei
este 2Daci n=3p, pLJN = n*=3k, kON;
Daci n=3p+1, pN = n’=(3p+1f=3°p*+2:3p+1=3k+1, KLIN;
Daci n=3p+2, plJN = n’=(3p+2f=3%p?+2:3p2+2=3k+1, k Patratele perfecte sunt de fo
8
2.Determinati numerele prime psi q care verifica : ZEE*H =q°
p+3

lonel Tudor, Glugareni , Giurgiu, Viorica Dogaru , Giurgiu

Solutie:
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Daci p este nurr prim impar , atuncip4 esteimpar si p4 + 3 este nunir par.Cum

2p 1D N , iar ecuda nu se verifig.

2p° +1 este nurir impar , rezult
p*+3

9
Daci p=2, care este singurul namnprim par , avemZEj? t1_2°+1_512+41 _513_,._
2*+3  16+3 19 19

Rezult ca soluiile Tn numere prime ale ectigi date sunt p=g&i q=3.
3. Determinati multimea:

A ={x_yz |X—g =Yz =—$| 7 divide x +y+z} unde XYZ este un nunir natural scris
in baza 10.
Petre Nichila
Solutie:
&:E_g_ll(x+y+z) X+ty+z _7k kDN .
5 8 9 22 2 2

@—%H(DN k0{2,4}; yz =28k = k[0{1,2,3}; zx = 673":>k 2.Decik = 2.
Xy = 35;yz = 56;zX = 63 = Xyz = 356.

4. a) Calculgi: 1,50-—= EE\/— \/—j Eﬁ(\/_l \/_)_1‘_@}
gLDQ.

b) Gasiti un numar real x, care verifica conditiile: 1 <x < 2si x 4\/_
11
Nicolae Angelescu

Solutie:
a) 31 EE\/_l+w/_ \/_1] V11 47 V11
[.;_
R a7 4 W74
b)xG—DQ:x:k\/ﬁkDQ;k\/l_lD(l,Z).
411
De exempluk—} X=£1 Intr-adevr: @' ! ! — Q.
3 3 3 Wi 12

5.Pe laturile AB si BC ale dreptunghiului ABCD se construiesc Tn extgor romburile

ABMN si BCPQ. Demonstrgi ca patrulaterul ACQM este trapez isoscel dag si
numai daci £NAB = £CBQ.
lon Tomescu

Solutie:
1° ClIJ(t)nsideﬁm ACQM trapez isoscel cu AM || C®OAC = MQ. N, Bsi P sunt coliniarai NP
este axa de simetrie a trapezului. DecifMBQ) = m(£ABC) = 90 si deci unghiurile
ABM si CBQ sunt suplementare giaunghiurile ABMsi BAN. Deci «NAB = £CBQ.
2° Consideim £NAB = £CBQ. Rezuli ci CBQ si ABM sunt suplementargi £ QBM

este drept. Dilh ABC = A MBQ rezulti AC = MQ (1). m#&NAB) + m(£BCP) = 186.
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Impirtind la 2 olinem: m(& MAB) + m(BCQ) = 96. Adun cu: m&BAC) + m(£ACB) =
90°si obtinem: m(¥ MAC) + m(£ACQ) = 180, deci
AM || CQ (2). Din (1)i (2) rezult ca ACQM este trapez isoscel.

CLASA a VIII-a
1.5 se determine risurile unghiurilor ascutite, B si C ale triunghiului dreptunghic ABC
stindca AC_AB_,.

AB AC

Eugeniu Bijuf, Baciu

Solutie
A
B N M C

Fie AN [0 BCsi M mijlocul ipotenuzei BC, prin urmare BC £AM

Din ipoteza, evident AC > AB. Aducand la agglaumitor relaia din ipotez se oline
AC? — AB? = 20ACAB si tinand seamai de teorema lui Pitagora
AC? + AB? = BC?, adunand cele dauelaii se ohine
20AC? = BC* + 20ACLAB, de unde se qime

2 2, N . .
AC DAB:MS| dadi inlocuim BC = ZIAM, vom okine
2

ACOAB= AC* - ZAM?
Pe de alt parte ACG = BCCICN si cum BC = ZAM vom avea

ACUAB = 20AMICN - 2AM? | adici ACTAB = 20AMICN — AM)
si cum [AM] = [CM], vom olgine ACCAB = 2lAMMN.
Dar folosind teorema a doua dlimmii se ohine

w, de unde AN :% si prin urmare [AN]= [MN], ceea ce

demonstreazci A AMN este dreptunghic isoscglprin urmare mgAMN) = 45°,
Dar unghiul AMN este unghi exterior triunghiuluoscel AMC, prin urmare
m(OJACB) = 2230’ de unde seagste aa m(OB) = 67°30’

AN =

2.Se considei trapezul isoscelABCD cu bazeleAB si CD. Fie S un punct in exteriorul
planului trapezului, astfel incat triunghiurile SBCsi SAD, si fie echivalentesi
AD N BC:{ 1} . S se determine nmisura g

unghiului dintre dreptele AB si ST
Niculai Solomon, Vaslui
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Solutie: Fie PO(ABC) astfel Tncétspm( ABC)-

SPO( ABQ

SEO AD.
PEDAD (OB-

SFOBC
PFOBC

Pentru & triunghiurileSBCsi SADsunt echivalente avem
AD2[5E= BO;SF@ (SE)=( SP - De aiciASPE= A SPK 1 Q) = (PE) =( PF) si [TPeste
bisectoare pentru unghiAlTB. Pentru & triunghiul ABT este isoscel, bisectoaréeP[estesi

inaliime. ~85 SR \p(spy= m( AB Sf= 90
ABO TP = ( T):> ( B )l'
3. Se considex trapezul dreptunghic ABCD cuAB||DC, mD( DAB) =90, AB =

60 cm,DC = 20 cmsi AD = 30 cm. FieBC inclusi intr-un plan a iar A’, D’ sunt proiectiile
punctelor A respectivD pe planul a si masura unghiului dintre planul a si planul
trapezului ABCD este de 3% a) Si se arate & dreptele AD, BCsi A’'D’ sunt concurente;
b) Si se determine perimetrul patrulaterului A’'BCD’ .

Niculai Solomon, Vaslui

Solutie: Fie ADn BC={T}si A'D'n BC={T}. Pentru @ AB||DC si AA'||DD’ avem @
(AA' B)||(DD' C) si deci D'C||A'B, de unde

AD'DC ~AAABsi PD°_DC _D'C 9y,
AA" AB AB
Daci AB||DC avemATDC ~ ATAB, de unde

TD_DC_TC ,
TA~ AB TB

Daci D'C||A’B avemAT'D'C ~ATA’B, de unde

T'D'_D'C_T'C (3) pin (1), (2)i (3) avem
TA AB TB

A B TC_TC _TCTT_TC i (_T=T.
B TB TB- TT TB
Din trapezul dreptunghiaBCD avemBC = 50 cm.
. : D 20_ TC
Din relaia (2) avem———=—=
TD+30 60 TC+ 5( 50
TD=15cm, TC =25 cm.
DD'Oa
Pentru @ D'P[BC Dh - DPO BC de Undeﬂ'D( ABCa) = nm( DPD) :30)
D'P,BCOa

Din triunghiul DCT cu mD(TDC) =90 avem
DP = 12 cm. Din triunghiuDD'P cu mJ( DD' P) =9¢° si m(J( DPD') =3(PavemDD’ = 6
cm. Din triunghiulDD'C cu m(J( DD'C) =90’ avemD'C = 2y/111 cm.
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Din triunghiulDD'T cu mJ( DD'T) =90° avemD'T = 3y21 cm.

TA AA TA
Din relgia (3) aven?¥1l_ 25 A'B=6V111 R, ., =50+8/111+ & 2:cm.
A'B 75
Z—X  Z—X
+
y-x z-y

4. a) Daa x, ysi z sunt numere realesi X <y < z, demonstrai ca 24,

b) Aratati ca + >

1 2 Y
7 -V5)5-3) [ﬁ@] |

Nicolae Angelescu

Z=X 27X _ 4o (z+x - 2y)?
y-x z-y (y-x)Uz-y)
Cumx<ysiy<z,avemy—x>@8iz—-y>0si deci d > 0. Rezuitrelgia cerus.
b) Inegalitatea de la a) se mai poate scrie:

(z — x¥ — 4(y — X){z — y)= 0. Scriem aceastelaie sub forma:

Solutie: a) Calcudm diferena d =

2 ~
1 2[ 2 j . Tnlocuind z =7, y =45 si x =+/3 obtinem inegalitatea ceriit
Z-y-x (z-x

5. Aflati numerele intregi nenule xsi y astfel Tncélti +i = L

3x 4y 6

Petre Nichila
Solutie:

Din ecuaie rezult
y= 3X X #2:2y= 6x—12+12:3+ 6 0z.
2X—4 2X—4 X=2
x-20{-6,-3,-2,-1,1,2,3,6x0{-4,-1,0,1,3,4,5, 8}.




