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VI. TEOREMA IMPARTIRII CU REST

Oricare ar fi doua numere naturale a si b cu b#0, exista i sunt unice doud numere naturale q si r astfel
incat:
a=bg+r si r<b, unde a=deimpartitul
b=impartitorul
c=catul impartirii
r=restul impartirii
Proprietati
1) Daca adaugam lui a un multiplu a lui b, atunci restul impartirii nu se schimba.
a+mb=hq;+r
2) Daca inmultim deimpartitul si impartitorul cu un numar, atunci restul se inmulteste cu acel
numar.

am = bgm + mr, unde mr <mb
3) Daca numerele a i b se impart cu un numar m=# 0, atunci si restul se imparte cu acelagi numar.
aa=byq+rm, undea;m=a, bm=b

4) Daca doua numere naturale dau acelasi rest la impartire cu un numdr m, atunci diferenta lor se
imparte exact la acel numar

a—b=m(qi-02)

Probleme rezolvate

1. Suma a doua numere naturale este 122. Impartind cele doud numere se obtine un rest egal cu dublul
catului. Aflati cele doua numere stiind ca suma dintre cat si rest este 9.

Rezolvare:

Fie a si b cele doua numere, cu a>b = a+b=122 si a=bc+2c, 2c<b. c+r=9 =c+2c=9 =3c=9= c=3=
a=3b + 6 inlocuind in a+b=122 obtinem 4b+6=122, de unde b=29 si a=93

2. Impartind numarul natural a la numarul natural b obtinem catul 8 si restul 15. Demonstrati ¢
3a—24b — 20 este divizibil cu 5.

Rezolvare:

Conform teoremei impartirii cu rest a=8b+15, 15<b. 3a — 24b — 20=3(8b+15) — 24b — 20=24b+45—- 24b —
20=25 divizibil cu 5.

3. Trei numere naturale sunt astfel incat al doilea este media aritmetica dintre primul si al treilea;
impartind suma dintre primul si al treilea numar la al treilea numar se obtine catul 1 si restul 14;
impartind suma dintre primul si al doilea la al treilea numar se obtine catul 1 si restul 12. Aflati cele trei
numere.

Rezolvare:

. . b+c . N
Fie a, b, c cele trei numere naturale a= > = 2a=b+c; din teorema impartirii cu rest a+c=c+14, 14 <c

—a=14, a+b=c+12, 12< ¢ = 14+b=c+12 = c=b+2, dar 2-14=b+b+2 = b=13 si c=15.

4. Diferenta a douad numere naturale este 91. Daca impartim cele doud numere se obtine un cat egal cu
jumatatea impartitorului si restul egal cu catul. Aflati numerele.

Rezolvare:

Fie a si b cele doua numere, cu a>b. Conform teoremei impartirii cu rest a=b-c+r, r<b si b=2c, r=c, a—b
= 91 = a=b-c+r scidem b §i obtinem a— b=bctc— b = 91:2=b-2¢+2c— 2b=>182=h* -
b= 13-14=b(b+1) =b=14, c=7, a=105.
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5. Impartind doud numere naturale se obtine un cat si un rest astfel incat suma dintre cat si impartitor
este egala cu 14, suma dintre impartitor si rest este egald cu 11, iar suma dintre deimpartit, impartitor si
cat este egald cu 65. Aflati cele doud numere.

Rezolvare:

Fie a si b cele doua numere, cu a>b. Conform teoremei impartirii cu rest a=b-c+r, r<b, b+c=14, b+r=11,
atb+c=65. Din atb+c=65 si b+c=14 —=a=51. b+c=14 =c=14—b, btr=11=r=11-b inlocuind in
a=b-c+r obtinem 51=b(14-b)+ 11-b=51=b(14—b—1)+11 =40=b(13-b) =>5-8= b(13-b) =>h=5.

6. Suma a trei numere naturale este egala cu 92. Aflati numerele stiind ca daca impartim al doilea
numar la primul se obtine catul 2 si restul 2, iar daca impartim al treilea la al doilea obtinem, din nou,
catul 2 si restul 2.

Rezolvare:

Fie a, b si ¢ cele trei numere, cu a+b+c=92. Conform teoremei impartirii cu rest b=a-2+2, 2< a si
c=b-2+2, 2< b=c=(a2+2)-2+2=c=4-a+6, inlocuind b si ¢ in relatia a+b+c=92 obtinem
ata-2+2+4-a+6=92 = 7-a=84=4a=12, b=26, c=54.

7. Aflati cel mai mic numar natural de patru cifre care impartit la un numar de doua cifre da restul 98.
Rezolvare:

Fie a numarul natural de patru cifre si b numarul de doua cifre. Conform teoremei impartirii cu rest
a=b-c+r, r< b deci b>99. Cum b este un numar de doua cifre rezulta ca b=99, a trebuie sa fie cel mai
mic numar de patru cifre a=99-c+98 —a=1088.

8. Se considera doua numere naturale astfel incat suma dintre dublul primului numar si triplul celui
de-al doilea este 2488. Impartind primul numir la sfertul celui de-al doilea, obtinem catul 3 si restul 2.
Aflati cele doud numere. (Arges, et. locald)

Rezolvare:

Fie a si b cele doud numere = 2a+3b=2488. Notam sfertul lui b cu x, atunci b=4x si conform teoremei
impartirii cu rest a=x-3+2, r< X —=2(x-3+2)+3-4x =2488 — 6x+4+12x=2488 = 18x=2484 —x=138
—=b=552 si a=416.

9. Determinati toate numerele naturale de forma abc (scris in baza 10) care impartite la bc (scris in
baza 10) dau catul 5 si restul bc—5.(Braila, et. locala)

Rezolvare:

Conform teoremei impartirii cu rest abc=bc -5+ bc—5, abc=Dbc -6-5, din scrierea desfasurata in baza 10
rezultd 100-a+bc=6-bc—5=100-a+5=5- bc impartim relatia la 5 si obtinem 20-a+1=bc.

Daca a=1 = bc=21= abc=121, verificam 121=5-21+(21-5) adevarat.

Daca a=2 = bc=41—= abc=241, verificam 241=5-41 +(41-5) adevarat.

Daca a=3 = bc=61—= abc=361, verificam 361=5-61 +(61-5) adevarat.

Daca a=4 = bc=81= abc=481, verificaim 481=5-81 +(81-5) adevarat.

Daca a 5= bc=20-5+1>100, dar bc <99, deci abc e {121,241,361,481} .

10. Sa se determine suma tuturor resturilor impartirilor la 10 ale numerelor naturale n, cu proprietatea
0<n<2009.(Bucuresti, et. locala)

Rezolvare:

Resturile posibile la impartirea cu 10 sunt 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 cu suma 0+1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.
Cum 0<n<2009 rezulta ca sunt 2010 numere si 2010:10=201, atunci suma este 201-45=9045.

11. Sa se determine restul impartirii numarului 212°**~10 la 63. (

Rezolvare:

Tinand cont ca 21=3-7 si 63=9-7 vom scrie 21?°* -10=21%-21?°% —10=63-7-21%" — 63+53=63(7-21%°*
—1)+53, deci restul este 53.
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12. Determinati numerele naturale abc si X_y stiind ca, impartind numarul abc la X_y obtinem catul 10

si restul 89. (Galati, et. locala)
Rezolvare:

Conditia restului din teorema impartirii cu rest abc =x_y 10 + 89, se obtine ca 89<X_y :
de unde xy € {90,91,...99}. Dacd xy= 90 =>abc=90'10+89=989, daca xy =91 =>abc =91-10+89=999,

daca X_y>91, atunci abc >999, contradictie cu faptul ca numarul abc are 3 cifre. Deci, singurele solutii

sunt cele doud gasite mai sus.

13. Determinati toate numerele naturale n care au proprietatea ci numirul a=25"+5" di restul 25 la
impartirea cu 625.

Rezolvare:

Verificam pentru n=0 si n=1, constatam ca pentru aceste valori nu sunt indeplinite conditiile din ipoteza.
Daca n=2 =a=625+25, deci este solutic. Demonstram ca aceastd solutie este unica. Dacda n=3
=>a=Mgps + 125, iar dacd n >4 =>a=25"+5" =257-25" + 5*5"*=625-25""+ 625-5" = Meys

Probleme propuse
1. Un numar natural impartit la 8 da restul 5 si impartit la 9 da restul 7. Ce rest va da numarul impartit
prin 72 ? (Gazeta Matematica-seria B)
2. Aflati numerele naturale a, b, ¢ stiind ca a impartit la b da catul 4 si restul 3, b impartit la ¢ da catul 3
si restul 2, iar a+b—2c¢=78.
3. Consideram multimea tuturor numerelor naturale care impartite la 101 dau catul egal cu restul.
Avratati ca dublul sumei elementelor acestei multimi se poate scrie ca produsul a trei numere naturale
consecutive. (Caras-Severin, et. locala)
4. Impartind numarul natural a la numarul natural b obtinem catul 11 si restul 16. Determinati numerele
naturale a si b daca 3a— 17b <320.
5. Suma a 10 numere naturale este 2009. impartind fiecare din aceste numere la numarul natural nenul n
se obtin numai resturi egale cu 2 sau cu 3. Suma tuturor acestor resturi este egala cu 28.

a) Cate resturi din cele 10, sunt egale cu 2?

b) Determinati cel mai mic numar n care satisface conditiile din enunt. (Constanta, et. locala)
6. Fie neN astfel incat 13n+8 da restul 13 la impartirea cu 80, 8n+5 da restul 5 la impartirea cu 50.
Determinati ultimele doua cifre ale lui n. (Briila, et. locala)
7. Sa se determine toate perechile de numere naturale nenule, stiind ca impartindu-l pe primul la al
doilea si pe al doilea la primul se obtine, de fiecare data, suma intre cat si rest egala cu 4. (Constanta, et.
judeteana)
8. Determinati cel mai mare numar de forma xyz6 (scris in baza 10) care impartit la un numar de doua

cifre sa dea restul 98. (Dambovita, et. locala)
9. Aratati ca nu exista niciun numar natural care impartit la 35 da restul 7 si impartit la 21 da restul 6.
(Dolj, et. locala)
10. Fie a,b,c trei numere naturale care impartite pe rand la 2009 dau resturile 1935, 700, 800. Sa se
determine restul impartirii numarului a+3b+5c la 2009. (Galati, et. judeteana)
11. Impartind numarul natural a la numarul natural b obtinem catul 3 si restul 14.

a) Aratati ca 3a— 9b + 7 este patrat perfect.

b) Determinati a si b stiind ca b este cel mai mic numar natural nenul care satisface conditiile date.
(Concursul G. Moisil - Cluj Napoca)
12. Prin impartirea numarului n=1+5%+5>+...+5% la 100 se obtine catul ¢ si restul r. Sa se arate ca r
divide pe c. (Dolj, et. judeteana)
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13. Fie n un numar natural cu proprietatea ca impartit la 34 da restul egal cu dublul catului.

a) Determinati n stiind ca are doua cifre.

b) Aflati numerele naturale n care sunt patrate perfecte. (Buzau, et. judeteana)
14. Trei numere naturale consecutive se Tmpart pe rand la un numar natural de doua cifre, iar suma
celor trei resturi obtinute este 101. Ce rest obtinem daca impartim primul numar la 527
15. Aflati cel mai mare cit ce se poate obtine prin impartirea numarului 2012 la un numar natural n ,
stiind ca restul este egal cu 2n — 88.

Solutii probleme propuse

1. Conform teoremei impartirii cu rest a=8c1+5 si a=9c¢,+7 inmultim prima relatie cu 9 si a doua cu 8 si
scadem cele doua relatii (pentru a efectua scaderea vom scrie prima relatie 9a=72(c;—1)+72+45) =r=61;
2. Se scriu relatiile corespunzatoare teoremei impartirii cu rest si se inlocuiesc numerele a si b in functie
de c in ultima relatie, de unde a=56, b=14, c=4; 3. Din teorema impartirii cu rest rezulta n=102-c, cu
r<101; ne {0,102,204,306,...,10200}$i dublul sumei elementelor multimii este 100-101-102; 4. Din
conditia restului rezulta b >17 si din prelucrarea inegalitatii rezulta b <17, deci b=17 si a=203; 5. a)
Tinand cont i ri+rotrat...+110=28 si 1; e {2,3}rezultd cd doud resturi pot fi egale cu 2; b) scriind

teorema impartirii cu rest si calculand suma numerelor obtinem relatia 1981=n-(ci;+Co+Cst...+c1p)
1981=7-283, deci n=7; 6. Din teorema impartirii cu rest rezultd 13n=80c;+5 si 8n=50c, inmultind
convenabil relatiile si scazandu-le obtinem n=400(c;— ¢,)+25, deci ultimele doua cifre ale lui n vor fi 2
si 5;7.; 8. Din conditia restului rezulta ca impartitorul este 99, si din teorema impartirii cu rest obtinem
Xyz7 multiplu de 99, numarul cautat este 9206; 9. Se scriu relatiile corespunzatoare teoremei impartirii
cu rest si se constatd ca din prima relatie deimpartitul este M7 si din a doua relatie este M7 —1; 10. Se
scriu  relatiile  corespunzatoare teoremei  impartirii  cu rest §i se constatd ca
a+3b+5¢=2009(cy+c,+c3+3)+2008, deci restul este 2008; 11. a) Se scriu relatiile corespunzatoare
teoremei Tmpartirii cu rest si se constatd ca 3a — 9b + 7 este egal cu 49, patrat perfect; b) Din conditia
restului b>15, deci b=15 si a=59; 12. Se grupeaza termenii sumei cate 4 incepand de la puterea maxima
n:(598+597+596+595) + ...t (56+55+54+53) + (52+51+50):M100+ Migot... +Mige+31= Migp+31, grupand
termenii sumei cate trei si dand factor comun obtinem n=31-(1+5%+...+5%) deci n=100c+31=31-k, de
unde rezulta ca 31| c; 13. a) Din teorema impartirii cu rest obtinem n=36c, cum n are doua cifre
numerele cerute sunt 36 si 72; b) n=6>c, 0 <c<17 =>n e {0,36,144,324,576}; 14. Fie n, n+1, n+2 cele

trei numere si a numarul de doua cifre, resturile obtinute nu pot fi numere consecutive deoarece suma lor
s-ar divide cu 3, dar 101 nu este divizibil cu 3. Atunci resturile pot fi: 1. (r—1), 0, 1 =(r —1)+0 +1=101
—=r=101, dar r< a care este un numar de doua cifre; 2. (r =2), (r —1), 0 =(r —2)+(r —1)+0=101 =r=52
= 52| n+2, deci n da restul 50 la impartirea cu 52; 15. Din conditia restului si 2n —88 € N =43<n<88.
Din teorema impartirii cu rest =2100=n(c+2), pentru ca ¢ sa fie cel mai mare trebuie ca n sa fie cel mai
mic posibil, de unde n=50 si c=40.
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Fisa de activitate

1. a) Aflati cate numere naturale exista, care impartite la 320 dau catul egal cu restul. Aratati ca 2247
face parte dintre ele si ca toate sunt divizibile cu 321.

b) Aflati cate numere de 4 cifre indeplinesc conditiile de la punctul a) si calculati suma lor. (Gorj, et.
judeteana)
2. Suma a patru numere naturale este 420. Daca se impart cele patru numere prin acelasi numar natural
nenul se obtin caturile numere naturale consecutive, iar resturile 1, 2, 3 si respectiv 4. Determinati
numerele. (Hunedoara, et. locala)
3. Sa se determine numerele naturale nenule care Tmpartite la 9 dau catul q si restul r, iar impartite la 17
dau catul r si restul q.

4. Sa se determine cel mai mare si cel mai mic numar natural de forma abcd (scris in baza 10) care

impartit la ab5 da catul un numar de doua cifre si restul o putere a lui 3. (Concursul N. Coculescu,
Slatina)
5. Suma a doua numere naturale este 2009, iar daca impartim numarul mare la sfertul numarului mic
obtinem catul si restul egale cu 7. Aflati numerele. (Maramures, et. locala)
6. Aflati numerele naturale de doua cifre a si b stiind ca daca impartim pe a la b obtinem restul 30, iar
daca impartim pe b la a obtinem restul 35. (Maramures, et. judeteana)
7. Impartind numarul natural a la 2008 obtinem restul 512. Aflati restul impartirii lui a la 251.
(Mehedinti, et. locala)
8. a) Impartind numerele 6965, 3806 si 2564 la acelasi numar natural n obtinem resturile 35, 26 si
respectiv 44. Aflati cea mai mare valoare a numarului n.

b) Fie x si y doua numere naturale care verifica egalitatea: 5x+7y=2011. Aratati ca 285<x+y<403.
(Concursul Pitagora - Rm. Valcea)
9. Determinati numerele stiind ca daca impartim numarul 2009 la numarul obtinem catul si restul d.
(Mehedinti, et. judeteana)
10. Intre impartitor, cat si rest exista relatia 2+ ¢? + r* = 29 . Determinati impartitorul, catul, restul si
deimpartitul. (RMT, 2000)
11. La o impartire a doua numere naturale, suma dintre cat, impartitor si rest este 114. Stiind ca
diferenta dintre cat si impartitor este 55, iar impartitorul este cu 2 mai mic decat triplul restului, aflati
cele doua numere. (Olt, et. locala)

12. Si se determine cel mai mare numar natural abcd care impartit la aad da catul 8 si restul abd.
(Bucuresti, et. locala)
13. a) Aflati restul impartirii numarului B=1-2-3-...-2009 + 3 la 8.
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b) Aflati restul impartirii numarului B=1-2-3-...-2009 — 3 la 8. (Timis, et. locala)
14. Fie numerele X1,X2,X3,...,X2009, Care, impartite la un numar natural nenul n, dau resturi diferite doua
cate doua si caturi nenule, diferite doua cate doua.

a) Aratati ca n >20009.

b) Calculati cea mai mica valoare a sumei X3+Xp+Xs+...+X2000. (TimMis, et. judeteana)
15. Aflati cel mai mic numar natural, multiplu de 9, care impartit la 14 da restul 13 si impartit la 13 da
restul 12. (Concursul interjudetean Elena Badila - Giurgiu)
16. Determinati ctul si restul impartirii lui A la B, daca A=7-2"* + 5-2""2 h=9-2" unde neN.
(Dambovita, et. locald)
17. Se considera numarul x=2"""-5" + 2"-5" + 2012, unde neN, n>4. Determinati ctul si restul
impartirii numarului x la 3. (Sibiu, et. locala)
18. Se considera n numere naturale consecutive. Suma resturilor impartirii celor n numere la 7
este 156. Aflati toate valorile posibile ale lui n. (Gazeta Matematica)
19. Fie a, b, ¢, d numere naturale care impartite la 5 dau caturi numere impare consecutive si resturi
nenule diferite. Determinati ultimele 2008 cifre ale numarului (a+b+c+d)2008. (Gorj, et. locala)
20. Aflati suma numerelor naturale pare care impartite la 29 dau restul egal cu dublul catului. (Salaj, et.
localad)
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