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IV. PROBLEME DE NUMARARE

Problemele de numdrare ca de exemplu:
numarul divizorilor unui numar,

numarul cifrelor unui numar,

numarul termenilor unui sir,

numararea elementelor unor mulzimi diverse.
1.Regula sumei

Daca A si B sunt doua mulgimi fnite disjuncte, atunci card(A (/ B)=card(A)+card(B).

Generalizare: Cardinalul a n mulgmi fnite disjuncte doua cdte douda este suma cardinalelor celor n
multimi.

Daca un anumit obiect A poate fi ales in m moduri, iar un alt obiect B poate fi ales in n moduri, atunci
alegerea lui ,,A sau B” poate fi realizata in m+n moduri (trebuie avut in vedere ca nicio alegere a lui A sa
nu coincida cu nicio alegere a lui B). Daca totusi exista astfel de coincidenge (in numar de k), atunci
regula sumei de mai sus da ,,m+n-k” moduri de alegere a lui ,,A sau B”.

3. Principiul includerii si al excluderii generalizeaza principiul sumei, in sensul ca da formula de calcul a
cardinalului reuniunii a doua sau mai multe multimi finite, in cazul general.

card(A(/ B)=card(A) + card(B) — card(A /7 B); card(A{ BU C)=card(A)+card(B)+card(C)—card(A [] B)-
card(A/) C)—card(B/]C) + card(A/)B /] C).

2. Regula produsului.

Daca un obiect A se poate alege in ,,m” moduri si daca dupa fiecare astfel de alegere, un obiect B se
poate alege in,,n”" moduri, atunci alegerea perechii (A, B) in acesta ordine poate fi realizata in ,m-n“
moduri.

Cardinalul produsului cartezian a n mulgimi finite este produsul cardinalelor celor trei multimi.
3. Numarul divizorilor unui numar natural

Numdrul divizorilor numaruluia= p,-p,'* -....-p “este egal cu (ky + 1) (ko + 1)....(kn + 1).

4. Numarul submultimilor unei multimi.

Dacd M este o multime cu m elemente, atunci ea are 2" submultimi.

nin-1)....n-k+1)
1-2-...-k

Dacd A este o multime cu n elemente, atunci numdrul submultimilor cu k elemente este

Exemple:

1. Un numar natural se numeste palindrom daca el coincide cu rasturnatul sau (exemplu 525 sau 41714 ).
Cate numere palindrom de 5 cifre exista?

Rezolvare: Evident, e suficient sa alegem primele 3 cifre (celelalte coincid cu a doua, respectiv cu prima).
Alegerea se poate face in 9 moduri pentru prima cifra (fara 0 ), apoi in cdte 10 moduri pentru urmatoarele
doua. Cu regula produsului obtinem 9-10-10=900 numere.

2. Cate numere de 5 cifre au suma dintre prima si ultima cifra egala cu 5?

Rezolvare: Un astfel de numar este de forma abcde si din a+e=5 deducem ca perechea (a,e) poate din
lua una din valorile (1,4),(2,3),(4,1),(5,0); in rest, fiecare din celelalte 3 cifre pot fi alese in cate 10
moduri. Folosind regula produsului, obginem 4103 numere.

3. Determinagi numarul divizorilor lui 360.

Rezolvare: 360= 2° - 3% - 5. Rezulta (3+1)(2+1)(1+1)=24 divizori.

4. Fie A={1,2,3,4}. Stabiliti cdte submultimi are A. Precizati aceste submulfimi.

Rezolvare: A are 4 elemente = A are 2*=16 submulfimi.

A={1}; A={2}; As={3}; As={4}; As={1,2}; As={1,3}; A={1,4}; As={2,3}; As={2,4}; A10={3,4};
A11={1,2,3}; A12:{1,2,4}; A13:{l,3,4}; A14:{2,3,4}; A15={1,2,3,4}; A=,

5. Fie A={1,2,3,4}. Cate submultimi de trei elemente are A?
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. .. 4.3-2
Rezolvare: 4 are 4 elemente, atunci numdrul submultimilor cu 3 elemente este 1 =4

2-3

Probleme rezolvate

1. Cati divizori are numarul 2% - 5° +2 - 58, in multimea numerelor naturale .

Rezolvare:

Numarul dat se poate scrie 2 °-5® -11. Rezulta ca acesta are (9+1)(8+1)(1+1)=180 divizori.

2. Determinati toate numerele de forma a= 2™ - 3", unde m si n sunt numere naturale care au exact 8
divizori.

Rezolvare:

(m+1)(n+1)=8 de unde rezultd numerele 3’ , 54, 24, 2" .

3. Sa se determine toate numerele scrise in baza 10 care sunt divizibile cu 15 si au 14 divizori.

Rezolvare:

15|A =A=3"- 5. p4.p* . ... ; x, y#=0. Numarul divizorilor lui A este n=(x+1)(y+1)(ki+1) (ko+1)...
Cum x+1#1siy+1#1=>x+1=2 si y+1=7 sau x+1=7 si y+1=2. Deci x=1 si y=6 sau x=6 si y=1. Numerele
care satisfac conditia problemei sunt A= 3-5° sau A=3°%-5.

4. Aflati doud numere naturale de trei cifre in baza 10, stiind ca sunt multiplii consecutivi 13 si ca suma
celor doud numere are exact 9 divizori. (lasi, et. judeteand)

Rezolvare:

Fie a=13n si b=13(n+1) = a+b=13(2n+1)=13"p", p numar prim si (k+1)(q+1)=9 = (k,a)€{(8,0),(2,2)} =

k=q=2, de unde a=754 si b=767.

5. Toate numerele naturale care incep cu cifra 2 sunt scrise in ordine crescatoare. Astfel se obtine
urmatorul sir de cifre 220212223242526.... Aflati ce cifra sta pe locul 2010. (Vaslui, et. locala)

Rezolvare:

Numaram cifrele 2 — 0 cifra, 202122...29 — 10-2=20 cifre, 200201202...299 — 100-3=300 cifre,
20002001...2099 — 1000-4=4000 cifre, deci pe locul 2010 este o cifra a unui numar de 4 cifre. 2010 —
(1+20+300)=1689, 1689:4=422, r=1 = cifra cautata este 2.

6. Pe un cerc sunt 11 numere naturale astfel incit suma oricaror trei numere alaturate este cel mult 19, iar
suma oricaror 4 numere alaturate este cel putin 25. Sd se detremine suma celor 11 numere. (Gazeta
matematica, seria B)

Rezolvare:

Fie a;,a,a3,...,a11 cele 11 numere, din prima conditie rezultd a;+a,+a3 <19, ay+azg+a, <19, ..., apsta;+a, <19
de unde prin adunare si impartire la 3 rezultd ca S=a;+a,+az+ as+as+agt+as+agtag+aotasr <209:3=69, r=2.
Analog din a doua conditie rezulta ca S=a;+a,+as+ as+as+ag+as+agtagtaotar; <275:4=68, r=3, deci S=609.

7. Un album de artd are paginile numerotate de la 1 la 100. Pe fiecare pagina care este multiplu de 2, dar
nu si de 5 sunt cate 2 desene. Pe paginile care sunt multipli de 5, dar nu si de 2 sunt 3 desene. In rest,
paginile sunt ocupate cu texte explicative.

a) Cate pagini sunt ocupate de text?

b) Cate desene apar in album? (Gorj, et. locald)
Rezolvare:

a) Numarul multiplilor de 2, pentru paginile din album, este 50, numarul multiplilor de 5, pentru paginile
din album, este 20, numarul multiplilor de 10, pentru paginile din album, este 10, atunci 100—(50—10+20—
10)=100-50=50 pagini ocupate de text , b) Numarul multiplilor de 2, dar nu si de 5, este 40, deci 40-2 = 80
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desene, numarul multiplilor de 5, dar nu si de 2 este 10, deci 10-3 = 30 desene. In total avem 80+30=110
desene.

8. Intr-o urnd sunt 50 de bile albe, negre si rosii. Oricum am extrage 42 bile din urni, vom gisi o bila
neagra. Oricum am extrage 26 bile din urna , vom gasi o bila alba. Oricum am lasa in urna 15 bile, printre
cele extrase vom avea o bila rosie. Cate bile de fiecare culoare sunt in urna? Justificati raspunsul. (Calarasi,
et. locala)

Rezolvare:

Notam cu a numarul bilelor albe, cu r al celor rosii si cu n al celor negre, din conditiile puse obtinem
relatiile atr+1=42, n+tr+1=26, n+a+1=35=a=41-r, nt41— r =34 =r = n+7 =n+n+7+1=26 = n=9, a=25,
r=16.

9. Spunem cad numarul natural a este “fratele” numarului natural b daca a=b si numarul a se obtine din
rearanjarea cifrelor numarului b. De exemplu, 2011 este fratele lui 1210.

a). Cati frati are numarul 1021127

b). Dar numarul 10%°*'-12? (Galati, et. local)

Rezolvare:
a) 10°1-2=100...0 —2=99....98, _.fratii” numarului se obtin prin schimbarea pozitiei cifrei 8, deci vom
2011 cifre 2010 cifre
avea 2010 ,,frati”, b) 10%°*1-12=100...0 —12= 99....988, fie x;=99....988, x,=99....9889, x3=99....98899
2011 cifre 2009 cifre 2009 cifre 2008 cifre 2007 cifre
yeees X2009=98899....9, X2010=8899....9, 1n total avem 1+2+3+....+2008+2009+2009=2021054.
2008 cifre 2009 cifre

10. Se considerd multimea M ={2°-3"| a,bell, a<100,b <100}.

a) Sa se determine numarul elementelor mul{imii M.

b) Sa se demonstreze ca orice submulfime A a multimii M, cu 5 elemente contine cel putin doua
elemente distincte a caror produs este patrat perfect. (Hunedoara, et. judeteana)

Rezolvare:

a) numerele a si b pot lua cate 101 valori, deci card(M)=101-101=10201, b) putem avea (a,b)

IS {( M,,M, ) X ( M, M 2+1) : ( M,..,M, ) : ( M,...M 2+1)} , In total patru combinatii dupa paritatea numerelor

a s1 b. Daca alegem cinci elemente ale lui M, doua vor avea exponentii de acelasi tip, iar produsul lor
va avea ambii exponenti pari, deci va fi patrat perfect.

Probleme propuse

1. Fie numarul natural obtinut prin scrierea alaturata a numerelor naturale de la 1 la 80.

a) Determinati cate cifre are acest numar.

b) Stabiliti care este cifra de pe pozitia 100 (de la stanga).

¢) Cum se elimina 40 de cifre din numar astfel incat numarul obtinut sa fie cat mai mare posibil? (Arad, et.
locala)

2. Pe o tabla sunt scrise numerele de la 1 la 2008. Elevii Andrei si Matei sterg pe rand, incepand cu Andrei,
cate un numar. Pierde elevul care este obligat sa stearga primul un multiplu al lui 3 sau un multiplu al lui 7.
Care elev castiga, Andrei sau Matei? Justificati raspunsul. (Galati, et. locala)

3. Se considera numarul natural n =36912151821....2004 .

a) Cate cifre are numarul natural n?

b) Care este a 2004-a cifra a numarului n?

c) De cate ori apar doua zerouri consecutive (exact doud) in scrierea numarului n? (Galati, et. judeteana)
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4. Sa se determine cate numere (scrise in baza 10) de cate 4 cifre se pot forma, folosind numai cifrele 0, 2,
4 si 6.

5. Fie S suma divizorilor naturali ai numarului 2001. Sa se arate ca 5S este un numar natural patrat perfect.
6. Cate numere pare sunt cuprinse intre 2% gi 220009

7. Sa se afle cate numere de forma abcabc, scrise in baza 10, sunt divizibile cu 847. (Mehedinti, et.
judeteand)

8. Elevii unei clase joaca fotbal sau baschet: 19 joaca fotbal, 24 joaca baschet si 16 practica ambele jocuri.
Cati elevi sunt in clasa?

9. Aflati cate numere naturale mai mici sau egale cu 500 nu sunt divizibile cu 2, 3 sau 5.

10. Scriem pe un cerc toate numerele de la 0 la 2005. incepand cu 0, tiiem toti multiplii de 2, apoi toti
multiplii de 3, apoi toti multiplii de 5. Cate numere raman netaiate?

Solutii probleme propuse

1.a)Dela 1l la9 avem 9 cifre, de la 10 la 80 avem (80—10+1)-2=142 cifre, deci in total 151 cifre, b) dela 1
la 54 avem 99 cifre, deci cifra de pe locul 100 este 5, ¢) numarul cerut este 996272829...787980; 2. De la 1
la 2008 sunt 699 de numere divizibile cu 3 (3=3x1, 6=3x2,...., 2007=3x669), 286 de numere divizibile cu 7
(7=7%1, 14=7%2,...,7x286=2002), si 95 de numere divizibile cu 21 (21=21x1, 42=21x2,..., 21x95 =1995),
deci de la 1 la 2008 sunt 669+286—95=860 de numere care se divid cu 3 sau cu 7. Deci, pe tabla sunt
2008—860=1148 numere care nu se divid cu 3 sau 7, adica avem un numar par de numere care pot fi sterse
fara a pierde jocul. Rezulta ca jocul este pierdut de primul elev care sterge un numar, adica Andrei; 3. De la
10 la 99 sunt 90 de numere dintre care 30 se divid cu 3. a) De la 100 la 999 sunt 900 de numere dintre care
300 se divid cu 3. De la 1000 la 2004 sunt 1005 numere dintre care 335 se divid cu 3. Prin urmare numarul
nare3 ' 1+30°2+300 3+333 4=3+60+900 + 1340 = 2303 cifre. b) Pana la 1000 sunt 333 numere
care se divid cu 3 si care se scriu cu 963 cifre. Inseamna ci 2004-963 = 1041 cifre (pana la a 2004-a cifra)
provin din numere de 4 cifre. 1041:4 = 260 rest 1. Deci, a 2004-a cifra este prima cifra a celui de-al 261-lea
numar de 4 cifre divizibil cu 3.1002=3 . 334, 1005 =3 .335, ... ,1779=3.593, 1782 =3 .594, a 2004 -a

cifra va fi 1, ¢) Doud zerouri consecutive se pot obtine de la numere de tipul X00, 100X, 1X00, 2 001

si 2004 care se divid cu 3. Anglizénd toate cazurile posibile obtinem: 300, 600, 900, 1002, 1005, 1008,
1200, 1500, 1800, 2001, 2004. Inseamna ca vor aparea de 11 ori cate 2 zerouri consecutive; 4. Un astfel de

o,

T

2 _ 2 _ 2 _
212 L2l 0430 55=120% 6.
3-1 23-1 29-1
Observim ca 2 1900 = 91000 1000, 5 = 1000 4 5.y HI00, 4 = HIN0L 5 . 5 92000 — L0005 s 5y
22000 91000 = 21999 _ 599 ' = 2999(21%%0 — 1), Indicele de numarare ia valori de la 0 la 2°°(219%° - 1),
Prin urmare sunt 2% — 2%%°+1 numere pare; 7. abcabc=abc-7-11-13, dar 847=7-11?= abc trebuie si fie
divizibil cu 11:>aF:e{110,121,...,990}, deci vor fi 81 de numere; 8. Aplicam principiul includerii si

excluderii: Card (FU B)= card(F)+card(B)—card(F (| B)=19+24-16=27, deci numarul elevilor din clasa este
27; 9. Fie A multimea numerelor naturale mai mici sau egale cu 500 care sunt divizibile cu 2, B multimea
celor divizibile cu 3 si C multimea numerelor divizibile cu 5= card(A)=500:2=250, card(B)=500:3, deci
considerand partea intreagid = 166, card(C)=500:5=100, card(A() B)=500:6 =83 , card(B() C)=500:15=
33, card( A1 C) = 500:10=50, card(A( B C)=500:30 =16, deci card(AU BU C)=250+166+100—83—-33—
50+16=366, deci numarul numerelor naturale mai mici sau egale cu 500 care nu sunt divizibile cu 2, nici
cu 3, nici cu 5 este 500-366=134; 10. Notam cu A multimea multiplilor de 2, cu B multimea multiplilor de
3, respectiv cu C multimea multiplilor de 5. Card(A)=1003, Card(B)=669, Card(C)= 402, Card (A[1B)

numere; 5. 2001 = 3- 23 -29 de unde suma divizorilor S=
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=335, Card (A1 C) =201, Card (B C) =134, Card (A(1BC) =67, Card(AUBUC) =1003 + 669 + 402 —
335—-201—-134 + 67= 1471. Raman netaiate 2006 —1471=535 numere.

Fisa de activitate

1. Gasiti numarul ab , scris in baza 10, astfel incat numdérul abab si aiba cel mai mic numar de divizori.
(Botosani, et. locala)

2. a) Cate cifre sunt necesare pentru a pagina o carte care are 275 de pagini?

b) Cate pagini are o carte pentru paginarea careia s-au folosit 2980 cifre?

3. Cate numere naturale de 5 cifre diferite se pot scrie 1n sistemul zecimal, stiind ca prima cifra nu poate

fi 0?

4. Fie numarul 123456789101112.....2010.

a) Cate cifre are numarul dat ?

b) De cate ori a fost folosita cifra 2 in scrierea acestui numar ?

5. Aflati cate numere de trei cifre se divid cu 5.

6. Un numar se numeste “pretentios” daca are forma abc si b=a: ¢

a) Care este suma dintre cel mai mic si cel mai mare numar “pretentios”.

b) Cate numere “pretentioase” sunt? (Bacau, et. locala)

7. Aflati cate numere naturale indeplinesc simultan conditiile:

a) fiecare numar are 6 cifre;

b) suma cifrelor fiecarui numar este 9;

c) patru dintre cifrele fiecarui numar sunt 2; 0; 0; 4. (Brasov, et. judeteana)

8. Numarul natural n are 2 divizori d; si dp. Se stie ca d;+d,=37. Sa se afle n. Aceeasi intrebare daca
d;+d,=38. Explicati raspunsul. Cum trebuie sa fie suma d;+d, pentru ca problema sa aiba solutii? (Gazeta
matematica, seria B)

9. Se da multimea A = {2, 4, 6, ..., 2004, 2006} .

a) Gasiti toate submultimile mulimii A formate care contin doua elemente si suma acestor elemente este
egala cu 4000.

b) Aflati numarul submulfimilor multimii A formate care contin doua elemente si suma acestor elemente
este egala cu 2008.

c) Aflati numarul submultimilor multimii A care contin patru elemente si suma acestor elemente este egala
cu 4016. (Galati, et. judeteana)

10. Fie mulfimea A= {1, 2,3,....,11,12} . Aflati numarul submultimilor lui A stiind cd produsul elementelor

fiecareia este cel mult egal cu 12.
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11. Fie sirul 1, 2, 3, ..., 299, 300. Transformam acest sir astfel: primii trei termeni rdman neschimbati,
urmatorii trei termeni se inlocuiesc cu numarul 3, urmatorii trei termeni raman neschimbati, urmatorii trei
termeni se Tnlocuiesc iar cu numarul 3 si asa mai departe.

a) Aflati cati termeni din noul sir sunt egali cu 3.

b) Calculati suma termenilor din noul sir. (Constanta, et. locald)

12. Se considera multimea M:{x4 |Xx e {1,2,3,...,10}} determinati numarul minim de elemente care trebuie

alese arbitrar din M pentru a fi siguri ca exista doua elemente alese avand diferenta divizibila cu 10.
(Gazeta matematica, seria B)

13. O pereche de numere naturale (x;y) se numeste ,,interesanta” daca, atunci cand calculam suma x + y nu
au loc treceri peste ordin. De exemplu, perechea (24; 43) este ,,interesantd”. Sa se calculeze numarul
perechilor ,.interesante” cu suma 43296. (Gorj, et. locald)

14. Se da sirul de multimi . A, ={1}, A, ={2,34}, A,={5,6,7,8,9}, ...

a) Scrieti elementele multimii Ay .

b) Determinati multimea ce contine numarul natural 2012.

) Determinati cel mai mic si respectiv cel mai mare element al mulfimii Agpso. (Ialomita, et. locald)

15. Se considera numere naturale consecutive. Suma resturilor celor numere la 7 este 156. Aflati toate
valorile posibile ale lui n. (Gazeta matematica, seria B)
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