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III. SIRURI. SUME

Stabilirea numarului termenilor unui sir, determinarea formei generale sau a regulii
de formare a termenilor unui sir, aflarea sumei primilor n termeni dintr-un sir, determinarea
termenului de pe locul n dintr-un sir.

Fiind dat sirul a;,a;,as,... Sa se completeze cu inca p termeni, p eN”.

Sa se completeze cu inca trei termeni urmatoarele siruri:

1) 1, 2, 3,... Numerele din gir sunt consecutive. Sirul se completeaza cu 4, 5, 6.

2) 2,4, 6,... Numerele din sir sunt pare, consecutive. Sirul se completeaza cu 8, 10, 12.
3) 3, 5, 7,... Numerele din sir sunt impare consecutive. Sirul se completeaza cu 9, 11, 13.

4)5, 8, 11,... Numerele din sir se formeazd dupd regula a, =a,-1+3 unden € N*. Sirul se
completeaza cu 14, 17, 20

5)0,1,1,2,3,5, 8,... Numerele din sir se formeaza dupa regula an = an-2+an-zunde, n € N™
Sirul se completeaza cu 13, 21, 34.

Calculul unor sume importante :

a) 1+2+3+........... +n =n(n +1):2 formula lui Gauss
b) Pentru a calcula suma primelor n numere impare, putem proceda astfel :
1+3+5+.......... +(2n-1)=(2-0+1) + (2- 1+1) +.............. [2- (n-1)+1] =

=nt2-[0+]+2+........ (n-1)]=n+2-(n-1) -n :2=

=n+(n-1) n=n[ 1+ (n-1)]=n

¢) Pentru a calcula suma puterilor lui 2:

S=20+ 2t +...... +2" inmultim cu 2 si obtinem

25=21 + 22 + 42220 + 21 42" 42" 025 =542" 1

Probleme rezolvate
¢ Determinati forma generala a termenilor sirului: 1,2,6,24,120....
Rezolvare:
Observam ca a;=1, a,=1-2=2, a3=1-2-3=6, a,=1-2-3-4=24, deci termenul general
a,=1:2:3-...-(n — 1)-n cu nl. Acest produs 1-2-3-...-(n — 1)-n se numeste n factorial si se
noteaza cu n!, deci a,=n!
 Stabiliti regula de formare a sirului: 61, 52, 63,... si scrieti urmatorii trei termeni.
Rezolvare:
Se observa ca 61 este inversul lui 16=4% 52 este inversul lui 25=5%, deci regula de formare a
sirului este inversul patratului perfect. Urmatorii trei termeni sunt 94, 46, 18.
» Fie sirul de numere naturale: 1, 5, 9, 13,...
a) Completati sirul cu inca trei termeni.
b) Gasiti al 155-lea, al 378-lea, al 2003-lea numar.
c) Justificati care dintre urmatoarele numere fac parte din sir: 497, 531, 794, 1073.
Precizati locul in sir, daca e cazul.
d) Calculati suma primilor 20 termeni.
Rezolvare:
a) Urmatorii 3 termeni sunt 13+4=17, 17+4=21, 21+4=25.
b) Termenii din sir au formaa,=4-(n—1)+1,neN (40+1, 41+1, 42+1,...).
Al 155-lea termen este 4154+1=617. Al 378-lea termen este 4-377+1=1509. Al 2003-
lea termen este
4-2002+1=8009.
C) 497=4-124+1 = 497 face parte din sir este al 125-lea termen.
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531=4132+3 = 531 nu face parte din sir.

794=4-198+2 = 794 nu face parte din sir.

1073=4-268+1 = 1073 face parte din sir; este al 269-lea termen.

d) Primii 20 de termeni sunt 40+1, 4-1+1, 42+1,..., 419+1. Deci scriem
S=145+.. 477 51 S=77+73+...+1.

Adunand membru cu membru 2S=78 x numarul de termeni ai sirului. Pentru a calcula numarul
de termeni ai sirului efectuam (77— 1):4 (,,pasul sumei”) + 1 25=78-20, deci S=78-10=780.

» Fie numarul A=1234567891011121314...20022003.

a) Aflati cate cifre are numarul A.

b) Care este a 2000-a cifra a numarului A?

Rezolvare:

a) Sunt 9 numere de o cifra, 99 - 10 + 1=90 numerede 2cifre, 999 — 100 +
1=900 numere de 3 cifre si

2003 — 1000 + 1=1004 numere de 4 cifre. In total sunt 9+90-2+900:3+1004 - 4=6905 cifre.

b) Pentru scrierea numerelor de o cifra si 2 cifre se folosesc 189 cifre. Raman 2000 -
189=1811 cifre

pentru a scrie numere de 3 cifre. Dar, 1811=3- 603+2, rezultacaa  2000-a cifra este a 2-
acifra a celui

de al 604-lea numar natural de 3 cifre, adica a 2-a cifra a lui 703, deci 0.

» Se considera sirul de numere: 2; 7; 12; 17;22; .. ..

a) Aflati al 501-lea termen al sirului.

b) Stabiliti daca numarul 2007 este termen al sirului.

c) Calculati suma primilor 100 de termeni ai sirului. (Arges, et. locala)

Rezolvare:

a) Observam ca a,=2+5, az=2+2-5, ..., a,=2+5-(n—1). Pentru n=501a5;=2502.

b) Numadrul 2007 este un termen al sirului dacd existd un numar natural n astfel incat
2007=2+5-(n—1). Din calcule rezultda n=402, deci 2007 este termen al girului.

C) Suma primilor 100 de termeni ai sirului este
S=aj+aytagt...+a100=2+2+5+2+2-5+...+2+5-(n—1)= 2-100+5- (1+2+3+...+99)=5150.

+ Sa se determine numerele de forma , a0, stiind ca aceste numere verifica egalitatea:

3+ 6 + 9 +...+=. (Galati, et. judeteand)

Rezolvare:

Se observa ca numarul= 3x, unde x numar natural nenul. Egalitatea data devine:

3+6+9+... 3-x = 3-x-1000 3(1+2+3+...x) = 3-x-1000 1+2+3+...+x = x-1000x(x+1) = 2000-X,
dar x0, atunci x=1999=5997

* Determinati numerele naturale nenule a si n, stiind cd a este numar prim si a®" — 4=3-(4 +
A+ + 41999). (Arges, et.judeteand)

Rezolvare:

Notdm S=4+4%+.. +419%4.8=4? +43%+  + 4199+ 42004.5+4 — 4290=55=(4200 — 4):3?" — 4
=3 -(42000 —4):3 a?"=2%%3=)  deoarece a numar prim.

e Se da numarul natural: x=1+2+2-3-4+3-4-5-6+4-5-6-7-8+......

a) Precizati termenul de rang 10.

b) Stabiliti daca numarul natural x este patrat perfect.

Rezolvare:

a) Observam ca termenul de rang n, n2 este un produs de n factori consecutivi, cel mia mic
dintre acestia fiind n —1. Al 10-lea termen va i 9-10-11-...-17-18

b) Ultima cifra a termenilor, incepand cu al 4-lea, este 0, deoarece in produsul factorilor apar
factori de 5 si de 2. U(x)=U(1+2+2-3-4)=7, deci x nu poate fi patrat perfect.
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» Stiind ca 1242%42%+.. +49%+50°=a, calculati, in functic de a, urmatorul numar:
1-:2+2-3+3-4+...99- 100 +100-101. (Gazeta matematica, seria B)
Rezolvare:
S=1-2+2-3+3-4+...99-100+100-101 are 100 de termeni pe care-i adunam doi cate doi si
obtinem 1-2+2-3=2-2%, 3-4+5-6=2-4°, ... , 99-100+100-101=2-1007, deci suma este egald cu
8a.
e Fie numerele: x =2011+2(1+2+3+..+2010) si y=1+3+5+..+2011.
» Sd se arate cd numerele X si Y sunt patrate perfecte
» Sase arate ca: 2011 + x <4y. (Botosani, et. locala)
Rezolvare:
a) Aplzicém formula lui Gauss si x = 2011+2-(2011-:2010):2 = 20112, y=2012-1006:2
=1006".
b) 2011 + x < 4y, 2011 + 2011° < 4 - 100622011 - 2012 < 2012?
*  Se considera urmatorul tablou in care linia n contine n numere:

a) Calculati suma numerelor din primele 5 linii ale tabloului.

b) Determinati primul element de pe linia 100. (Sibiu, et. locald)

Rezolvare:

a) Observam ca elementele liniei a 5-a sunt: 11, 12,13, 14,15siS=1+2+3+ ..+ 15=

b) Urmarind ultimul numar al fiecarei linii se observadm ca prima linie se termina in 1, a doua
linie in 3 = 1 + 2, a treia linie in 6=1+2+3.... a n-a linie se va termina cu numarul , a 99-a linie
se va termina cu numarul , deci primul element al liniei 100 este 4951.

Probleme propuse

« (Cati termeni trebuie sa aibd suma 1+2+3+..+n pentru a obtine, ca rezultat, un numar
format din trei cifre identice. (Brasov, et. judeteana)

+ Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor si justificati:

a) S=1+1-2+1-2-3+...+1-2-3...-2008 are ultima cifra egala cu 3.

b) 1+3+5+7+...42007<2+4+6+...+2008 (Satu Mare, et. judeteand)

* Se da sirul finit de numere naturale: 1,2,4,5,6,8,9,10,12,...,2009,2010,2012.

a) Justificati cd numarul 1111 nu se afla printre termenii sirului.

b) Stabiliti cati termeni are sirul dat.

) Aratati ca suma tututror termenilor sirului este divizibild cu 503. (Valcea, et. locald)

» Toate numerele naturale care incep cu cifra 2 sunt scrise in ordine crescatoare. Astfel se
obtine urmatorul sir de cifre: 2 20 21 22 23 24 25 26 ... . Aflati ce cifra sta pe locul 2010?
(Vaslui, et. locald)

« a) Aritati cd numarul 2011 - 2010 + 2011 2011 - 2010 + 2011 2011-2010 + 2011 e
patrat perfect.

b) Aflati restul impartirii numarului 2011% 2011% 20112 |a 2010.

C) Aratati ca suma primelor 2011 numere naturale impare este egala cu 20117,

d) Scrieti numarul 2011% 2011% 20112 ca o suma de 2011 numere naturale consecutive.
(Brasov, et. locala)

* Se considera tabloul:
1
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7 8 9 10
. Cu ce numar incepe al 100-lea rand?
. Care este suma numerelor din randul 100?
. In al catelea rand se afla numarul 100?

* Se considera sirul de numere naturale: 1,5,9,13,17,....

a) Sa se afle al 2005-lea termen al sirului.

b) Sa se afle daca numarul 2005 este termen al sirului.

c) sa se arate ca suma tuturor numerelor naturale care impartite la 2005 dau catul 5 este un
numar divizibil cu 5. (Concursul Arhimede)

 Se considera sirul de numere naturale: 4,7,10,13,16,....

a) Calculati diferenta dintre al 2011-lea termen al sirului si al 201-lea termen al sirului.
b) Calculati suma primilor 2011 termeni ai sirului divizibili cu 5. (Olt, et. locala)

» Fie numerele: p1=1, p,=2-3, p3=4-5-6,... si suma S= p;+ po+ps+....+ P2o1i.

a) Determinati restul impartirii sumei S la 6.

b) Aflati cu ce numar incepe si cu ce numar se termina produsul pioo. (Cluj, et. locald)
+ Fie sirul de numere a, =2"—n, n.

a) Precizati daca numerele 1, 2, 5, 12, 27, 58 sunt termeni ai sirului.

b) Calculati suma primilor 20 de termeni ai sirului. (Mures, et. locala)

* Aratati ca numarul poate fi scris ca suma patratelor a o suta

de numere naturale. (Satu Mare, et. locald)

Solutii probleme propuse

1. Din formula lui Gauss obtinem n(n+1):2= n(n+1)=6a-37a=6, n=36; 2. a) Ultima cifra a
termenilor, incepand cu al 5-lea, este 0, deoarece produsul contine cel pufin un multiplu de 5
si un multiplu de 2, U(S)=U(1+1-2+1-2-3+1-2-3-4)=3, b) calculam cele douda sume
1+3+5+7+...+2007=2007° si 2+4+6+...+2008=1004-1005; 3. a) Observam ca termenii care
lipsesc din sir sunt de forma 4k+3. Numarul 1111=4-277+3, b) sunt 1509 numere; c) 1000 se
afla pe locul 750; d) S=503-3019; 4. Vom scrie numerele care formeaza sirul dat intr-un tabel
ce ne permite sd numaram mai usor cifrele:

Deci cifra de pe locul 2010 este una din cifrele numerelor de patru cifre.

Obtinem astfel ca cifra cautatd este prima cifra a unui numdr de forma ; 5. a)
2011-2010+2011= 2011% b) 2011%°=2010-2012+1, deci restul este 1; c) notim
S1=1+3+5+...+4021, S,=1+2+3+...+4021+ 4022, Sz=2+4+6+...+4022. Observam ca S; = S,—
S3=2011% d) 2011%=a+(a+1)+(a+2)+...(a+2010), din calcule rezultd a=1006; 6. a) Ultimul
numar al fiecarei linii: 1; 3=1+2; 6=(1+2)+3; 10=(1+2+3)+4 etc. Linia n: Al 100-lea rand
incepe cu 4051; b) Randul 100 se termind cu 5050.

S= 4951+4952+...+5050= (4950+1)+ (4950+2)+...+(4950+100)=500050; c) <100< Numarul
100 se afla pe a 14-a linie; 7. a) observam ca a;=1+0-4, a,=1+1-4, az=1+2-4
a2005=1+2004-4=8017; b) ax=4k+1, 4k+1=2005k=501, deci 2005 este termen al sirului; c)
n=2005-5+r, rS=2005-5+0+2005-5+1+2005-5+3+...+2005-5+2004=2005-11027; 8. a)
a1=3-1+1, a,=3-2 +1, a3=3-3 +1, ... , a=3'k +1, kN, ax1 — ay01=5430; b)
S=ag+agtaist...Tajoess= 30335935; 9. a) S=6k+1 si restul impartirii lui S la 6 este 1; b) cel
mai mare factor din pig este egal cu 1+2+3+...+100=5050 si cel mai mic factor din pigo €ste
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egal cu 142+3+..+99+1=4951; 10. a) observim cd a;=2'— 1=1, a,=2°— 2=2, az=2°— 3=5,
as=2"— 4=12, as=2°— 5=27, a;=2°- 6=58; b) se aplica formulele cunoscute; 11. k(k+1) =k? +
k si inlocuind in B, obtinem B = (12 + 22+ ... + 100%) + (1 + 2 + ... +100) — 5050, deci B = 1°
+2%+ ...+ 100

Fisa de activitate

» Fiesirul 1,2,5,10,17,26,37, ...Care este termenul al 15-lea ?

* Aratati cad numarul S=1+4+7+ 10+ ... +2008+2011 se imparte exact la 671.

« Aflati numirul x din egalitatea: 3* — 1 =2- (3% + 3" +......+.3%°%). (Concursul Arhimede)

* Pentru n, se considerd numerele: S;=1+2+ 3+ ....... + (n—1)+n i Sp=n — (n—1) + .....5-4+ 3—
2+1.

a) Sa se determine n numar natural, stiind ca S1=2006 - S.

b) Sa se arate cd 2-( S1+ Sy) este patrat perfect. (Dolj, et. judeteana)

» Calculati:

a) 112423 +......... 19-20

b) 1-2:3 +2-3-4 +........ 18-19-20

Generalizare: 1-2 +2-3 +......... n(n+1) =n(n+1)(n+2):3, unde nN.

« Aridtati ca: 1%+ 2%+ 3%+.......... +n? = n(n+1)(2n+1):6, unde nN.

+ a) Calculati suma S=9 +99 +999 + ...+

b) Calculati suma cifrelor lui S. (Bacau, et. locald)

* Se dau numerele: a+1, a+2,...,a+n, unde a si nN. Gasiti a si n astfel incat suma numerelor

sa fie 155. (Concursul Arhimede)

* Fie sirul de numere naturale 7, 11, 15, 19, .....

a) Completati sirul cu inca patru numere.

b) Determinati al 60-lea numar din sir.

¢) Justificati daca numerele 372 s1 415 fac parte din sir.

d) Calculati suma primilor 100 de termeni ai sirului. (Brasov, et. locala)

* Se da sirul de numere naturale: 1; 1; 2; 5; 12; 27; 58;.....

a) Completati sirul cu urmatorii trei termeni.

b) Calculati suma primilor 100 de termeni ai sirului. (Concursul Arhimede)

* Ardtati ca: (1+3+5+...42007):1008016=(2+4+6+...+2008):1009020 (Sibiu, et. judeteana)

« Scriem sirul numerelor naturale impare fara sa le separam. Sa se determine a 2002-a

cifra. (Bucuresti, et. locala)

* Fiesirul 1, 4, 13, 40,......

a) Sa se afle urmatorii doi termeni ai sirului.

b) Sa se arate ca diferenta dintre al 2009-lea termen al sirului si al 1007-lea termen al sirului

este multiplu de 13. (Gorj, et. judeteana)

o« Fie $=2%94+3-2%747.2%4415.2%0; 1 (2%-1).2%+2% 1.

a) Dovediti ca S=2°—1.

b) S se divide cu 21. (Arges, et. judeteand)

» a) Care sunt urmatorii trei termeni din sirul: 1, 2, 3, 5, 8,13,...

b) Care sunt urmatorii doi termeni din sirul: 2, 3, 6, 18, 108 ,...

c¢) Care este urmatorul termen din sirul:1, 1, 1, 2, 3, 7, 23, 164, .... (Calarasi, et. locald)

*  Aflati suma numerelor n stiind céd: . (Cluj, et. locald)

*  Se considera tabloul urmator cu 1004 linii.

L 2

Lo: 424
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La: 64246
La: 8642468
L1004 2008 ...... 8642468..... 2008

a) Care este primul numar de pe linia 123

b) De cate ori apare in acest tablou numarul 104 (Justificati raspunsul)

c) Aflati suma tuturor numerelor diferite, considerate o singura datd, din tablou. (Calarasi, et.
locald)
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