%
ALEY YN0

U CRTTa L

http://mate.info.ro/Materiale-35-Centru-de-Excelenta.html

Il. METODA REDUCERII LA ABSURD

Se numeste propozitie un enunt despre care se poate spune ca este adevarat sau fals, dar
nu §i adevarat si fals simultan.

Un enunt respecta ~ Principiul tertului exclus” atunci cdand putem decide daca este
adevarat sau fals.

O propozitie ,,p” este adevarata daca si numai daca negatia ei ,,non p” este falsa.

O problema este structurata pe trei elemente:

- ipoteza (1), care contine datele problemei, considerate afirmatii adevarate, precum §i
adevarurile stabilite anterior,

- concluzia (C), care contine afirmatii ce trebuie dovedite,

- interdependenta dintre ipoteza §i concluzie (date §i necunoscute), care se concretizeaza
intr-un lant de rationamente, procedeu sau algoritm folosit pentru rezolvare ().

Metoda reducerii la absurd (argumentum ad absurdum = dovedire prin absurd), este un
rationament in care se presupune cd ceea ce trebuie demonstrat nu e adevarat si, prin deductii
logice, aceasta presupunere duce la o absurditate.

Metoda a fost conceputa de Zenon (sec. V 1.Hr.) si are la baza principiul terfului exclus
din logica.

Sa analizam cdteva exemple:

1. Suma a sase numere naturale nenule este 20. Aratati ca cel putin doua dintre numere sunt
egale.
-pentru inceput stabilim ipoteza (ce stim) §i concluzia (ceea ce se cere)
Ipoteza: am sase numere naturale diferite de zero

suma celor sase numere este 20
Concluzia: printre cele sase numere sunt unele care sunt egale (doua sau mai multe)
-apoi demonstram (justificam) concluzia
Demonstratie: folosim metoda reducerii la absurd
presupunem ca printre cele sase numere nu existda doud numere egale, adica toate cele sase
numere sunt distincte doua cdte doua
calculam suma celor mai mici sase numere naturale nenule
1+2+3+4+5+6=21, dar din ipoteza stim ca suma numerelor este 20, deci a aparut 0
contradictie!
Rezulta ca ceea ce am presupus ,,toate cele sase numere sunt distincte doua cdte doua” este fals
de unde rezultd ca ,,cel putin doua dintre numere sunt egale”.
2. Intr-o urnd sunt bile de doud culori: albastre si rosii. Oricum am scoate 6 bile intre ele sunt si
bile albastre si bile rogii. Aratati ca numarul total de bile este mai mic sau egal cu 10.
-pentru inceput stabilim ipoteza (ce stim) §i concluzia (ceea ce se cere)
Ipoteza: am bile de doua culori: albastre i rogii

oricum scot 6 bile din urna, intre ele sunt si bile albastre si bile rosii
Concluzia: numarul total de bile este mai mic sau egal cu 10
-apoi demonstram (justificam) concluzia
Demonstratie: folosim metoda reducerii la absurd
presupunem ca sunt mai mult de zece bile, deci avem cel putin 11 bile
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fiind bile doar de doua culori, atunci vor fi cel putin 6 bile de aceeasi culoare, dar din ipoteza
stim ca ,,oricum scot 6 bile din urnd, intre ele sunt §i bile albastre i bile rosii”, deci a aparut o
contradictie!

Rezulta ca ceea ce am presupus ,,ca sunt mai mult de zece bile” este fals de unde rezulta ca
., humarul total de bile este mai mic sau egal cu 10",

Probleme rezolvate

» Suma a doua numere naturale nenule a si b este 169. Aratati ca unul dintre numere este mai
mare sau egal cu 85.

Rezolvare:

Folosim metoda reducerii la absurd si presupunem ca niciunul dintre cele doud numere nu este
mai mare sau egal cu 85, atunci a 84 si b 84 de unde atb 168, dar din ipoteza stim ca suma
numerelor este 169, deci a aparut o contradictie! Rezultad ca ceea ce am presupus ,,niciunul dintre
cele doud numere nu este mai mare sau egal cu 85” este fals de unde rezulta ca ,,unul dintre
numere este mai mare sau egal cu 85”.

» Sa se arate ca suma resturilor Tmpartirii unui numar oarecare (scris in baza 10) la a, b si
respectiv ¢ nu poate fi 23. (Briila, et. locald)

Rezolvare:

Presupunem prin absurd ca suma resturilor impartirii numarului la a, b si respectiv c este egala
cu 23. Din conditia restului din teorema Tmpartirii cu rest si a,b,c cifre in baza 10 rezulta ca ry, Iy,
rs sunt mai mici sau egale decat a—1, b—1, respectiv c—1, de unde at+b+c 26, de aici rezulta ca ele
pot fi 8,9,9 sau 9,9,9. Calculam suma resturilor pentru numerele 899, 989, 998, 999

si constatam ca suma resturilor este 19, 21, 22, respectiv 0.

 Exista o infinitate de numere prime.

Rezolvare:

Demostratia apartine matematicianului Euclid

Presupunem prin absurd ca existd un numar finit de numere prime 2,3,5,7,....,n. Consideram
numarul p=2-3-5-7-...-n+1. Cum peste mai mare decat n rezultd ca p este un numar compus, deci
el se divide cu un numar prim, adica cu unul din numerele 2, 3, 5, 7,...,n, dar observam ca daca
impartim p cu fiecare numar prim 2, 3, 5, 7,...,n obtinem de fiecare datd restul 1. Deci existd o
infinitate de numere prime.

* Aratati cd nu existd niciun numar natural care Tmpartit la 8 da restul 6 si Tmpartit la 4 da restul
3.

Rezolvare:

Prin metoda reducerii la absurd presupunem cd existd un numar natural n astfel incat n = 8q; + 6
si n = 4qy+3, cu p si q numere natural8q;+6 = 4q,+32-(40:+3)=2-(202+2)—1 deci un numar natural
par este egal cu unul impar. Contradictie! Deci nu exista niciun numar natural care impartit la 8
da restul 6 si impartit la 4 da restul 3.

+ Stiind cd X, y, z sunt numere natural , sa se arate cd urmatoarele inegalitdti nu pot fi simultan
adevarate: x—2z>1,y—1z1, 2y—x1.

Rezolvare:
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Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ci toate inegalititile sunt adevirate. Inmultim a
doua inegalitate cu 2 si adunandu-le obtinem: x—2z+2z—2 y+ 2y—x>0, adica 0>0, ceea ce este
absurd. Presupunerea facuta este falsd. Deci inegalitatile considerate nu pot fi simultan
adevarate.
* Aratati ca numerele 1,2,...,16 nu pot fi scrise, cate o singura data pe un cerc, astfel incat suma
oricaror doud numere aldturate sa fie patrat perfect. (Concursul Ghe. Titeica)
Rezolvare:
Presupunem prin absurd ca numerele 1,2,...,16 pot fi scrise, cate o singura data pe un cerc, astfel
incat suma oricaror douda numere alaturate sa fie patrat perfect. Notam cu x si y vecinii lui 16.
Atunci, cum X, rezultd cd x+16, deoarece x+16 este patrat perfect x+16=25x=9, analog y=9,
contradictie!
« Aratati cd nu existd numere naturale x si y care sa verifice egalitatea: 5x?+3y*=8"%. (Briila,
et. locala)
Rezolvare:
Presupunem absurd ca existd numerele x si y care verifica egalitatea. Observam ca U(5X2) s
UBY?) U(5x*+3y?), pe de alti parte U(82°%)=4, deci presupunerea facuti este falsa.
* Doi frati si tatal lor au impreuna 47 de ani. Varsta tatalui este un numar format din doua cifre,
iar varstele fiilor sunt prima, respectiv a doua cifra a varstei tatdlui.
a) Aratati ca cei doi frati nu sunt gemeni.
b) Ce varsta are tatal si ce varsta are fiecare dintre fratii sai? (Cluj, et. locald)
Rezolvare:
a) Fie wvarsta tatalui. Presupunem prin absurd ca fratii sunt gemeni, atunci +at+a = 47, deci
13a=47 contradictie!; b) +a+b=4711a+2b=47, cu a si b cifre in baza 10, mai mici sau egale cu
Deoarece b9a3, dar pe de altd parte a4, avem a=3 si b=7, a=4 si 2b=3 imposibil, deci varsta
tatalui eate 37 si a copiilor 3 si respectiv 7 ani.
* Demonstrati cd nu existd niciun numar natural de patru cifre care impartit la sd dea restul si
catul un numar natural cu ultima cifra 1. (Salaj, et. judeteana)
Rezolvare:
Folosim metoda reducerii la absurd si presupunem ca existda =+, < 1000a+100b+—=-99-a+90-b=(—
1) 99-a+90-b=-, membrul drept este divizibil cu 10 si cel stang nu este divizibil cu 10,
contradictie! Deci presupunerea facutd nu este corecta.
» Fie x,y,z numere naturale distincte astfel incat x+y+z=2008 si fiecare din numerele x,y,z da
restul r la Tmpartirea cu 7.
a) Determinati restul r.
b) Aratati ca cel putin unul din numerele x,y,z este mai mic decat 661.
Rezolvare:
Fie x=7atr, y=7b+r, z=7c+r, 0<r<6 7(a+b+c)+3r=2008 7(atb+c)+3r=2002+6r=2 sau
7(a+b+c)+3r=1995+13rN; b) folosim metoda reducerii la absurd x,y,z sunt de forma 7k+2
rezulta cd x,y,z sunt cel putin egale cu 665 X+y+z 665+672+679=2016. Fals!
* Se considerda multimea A=.
a) Sa se afle suma elementelor mulimii A.
b) Putem scrie mulfimea A ca reuniune de submultimi disjuncte astfel incat cel mai mare numar
din fiecare submultime sa fie egal cu suma celorlalte numere din acea multime? (Concurs
Arhimede)
Rezolvare:
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a) S=1+2+3+....421=21-22:2 (suma Gauss) S=231.

b) Daca presupunem, utilizind metoda reducerii prin absurd, ca le-am putea grupa ar iInsemna ca
suma numerelor din fiecare grupa ar fi un numar par, deci suma tuturor numerelor de la 1 la 21 ar
fi un numar par, dar S=231, impar, deci presupunerea facuta este falsa.

« Demonstrati ¢ nu existd x,y,z N astfel incat x— 2y? + 8z — 3=0. (Olimpiada Austria)
Rezolvare:

Presupunem ca existd x,y,z N cu proprietatea din enunt. Fie x=2n+1, nN, inlocuind obtinem
(2n+1)* — 2y + 8z — 3=04n*+4n=2y" — 8z+24n(n+1)=2(y*— 4z+1) | :2 2n(n+1)+4z= y*+1y este
impar, y=2p+12n(n+1)+4z=(2p+1)*+12n(n+1)+4z=4p*+4p+2 | :2 n(n+1) + 2z = 2p(p+1)+l,
deoarece produsul a douda numere consecutive n(n+1) este par obtinem o contradictie - membrul
stang al egalitatii este par, iar cel drept este impar, deci presupunerea facuta este falsa.

» Se ageaza cifrele 2,3,4,5,6,7,8,9 intr-o ordine oarecare, obtinand un numar A. Se aseaza apoi
aceleasi cifre 1n alta ordine, obtindnd numarul B A. Sa se arate ca A nu se divide cu B. (Neamt,
et. judeteana)

Rezolvare:

Presupunem prin absurd cd A se divide cu B A=p-B, unde p>1 si p 4 (a8). Calculam suma
cifrelor si obtinem 37 care este Mg+1, deci A= Mg+1 si B= Mg+1, deci A nu poate fi de forma
p-B, de unde rezulta ca presupunerea facuta este falsa.

Probleme propuse

. Suma a trei numere naturale este 166. Demonstrati ca cel putin unul dintre
numere este mai mare sau egal cu 56.

. Demonstrati ca numarul 7654 nu poate fi scris ca suma unor numere impare
consecutive. (Dambovita, et. locald)

. In copacul fermecat sunt 2006 mere de aur. Préaslea are voie s culeagi de fiecare
data 21, 32 sau 42 de mere. In fiecare caz cresc la loc 11, 7, respectiv 23 de mere. Este posibil ca
Praslea sa culeaga toate merele? (Suceava, et. judeteand)

. Fie numerele naturale a si b astfel incat 2a + 3b, 2a + 4b, 2a + 5b nu se divid prin
3. Aratati cd b este divizibil cu 3 si cd a nu este divizibil cu 3.
. Fie A o submultime nevida a lui N care satisfice simultan conditiile: 1) card A=4;

i1) pentru orice xA, cel putin unul din numerele x—3 sau x+3 este In A.

a) Dati un exemplu de astfel de multime.

b) Aratati ca produsul elementelor lui A nu poate fi 102. (Salaj, et. locald)

. Se considera un tabel cu 2012 linii §1 2011 coloane. Este posibil ca in fiecare
celuld a tabelului sa fie scris cate un numar natural nenul astfel incat suma numerelor de pe orice
linie sau coloanad sa fie numar prim? Justificati. (Concurs Mathematica-Modus vivendi, Rm.
Vilcea)

. Fiecare element al multimii A=se coloreaza cu una din culorile rosu, galben si
albastru, respectand urmatoarele reguli:

a) suma dintre orice numar galben si orice numar albastru este divizibila cu 3;

b) suma oricaror doud numere rosii este divizibila cu 3;

Aratati ca numarul 3 este rosu si calculati suma tuturor numerelor care nu sunt rosii.(Mures, et.
locald)
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. Intr-un an oarecare, trei luni consecutive contin exact cite 4 duminici fiecare.
Demonstrati ca una dintre aceste luni este februarie. (Concurs ,,La scoala cu ceas”, Rm. Valcea)
. Daca numarul 5°+5° (a,bN) se scrie ca sumi de doud patrate perfecte, atunci b—a
este par.
. Existd noud numere naturale prime diferite doua cate doud a caror suma sa fie
1257 Justificati. (Bucuresti, et. locald)
. Suma a zece numere naturale distincte este 62. Aratati ca produsul lor se divide
cu 60. (Concursul Ghe. Titeica)
. Daca suma a 63 de numere naturale nenule este 2000, sa se arate ca printre ele
exista cel putin doua egale. (Silaj, et. judeteand)
. Sa se arate cd numirul 49"+1, n N nu poate fi divizibil cu 100.(Concursul
Arhimede)

Solutii probleme propuse

1. Presupunem prin metoda reducerii la absurd ca niciunul dintre numerele X, y, z nu este mai
mare sau egal cu 56. Atunci rezulta ca x55, y55, z55, adica x + y + z 165. Dar din ipoteza x +y +
z = 166. Deci 166 < 165 contradictie!; 2. Presupunem prin absurd ca 7654=(2k+1)+ (2k+3)+...+
(2k+2p+1)7654=2k(p+1)+(p+1)?7654=(p+1)(2k+p+1)p+1 este numar par, deci (p+1) (2k+p+1)
este divizibil cu 4, dar 7654 nu este divizibil cu 4. Contradictie!; 3. Presupunem ca Praslea poate
culege toate merele. Daca Praslea culege de x ori cate 23 de mere, de y ori cate 32 de mere si de z
ori cate 43 de mere rezultd cd 10x+25y+20z=2006, egalitate imposibila in multimea N; 4.
Folosim metoda reducerii la absurd si presupunem ca a este divizibil cu 3. Rezulta ca 3 divide (2a
+ 3b) — contradictie cu ipoteza problemei. Deci a nu se divide cu 3, rezulta ca a este de forma: 3k
+ 1 sau 3k + 2, unde k este numar natural. Prin reducere la absurd, presupunem ca b nu se divide
cu 3, rezultd ca b =3p + 1 sau b = 3p + 2, unde p este numar natural. Pentru orice forma ale lui a
si b, cel putin unul dintre numerele 2a + 3b, 2a + 4b, 2a + 5b se divide cu 3, ceea ce este fals, deci
b este divizibil cu 3; 5. a) o astfel de multime este A=, unde x,yN, Xy; b) presupunem prin absurd
cd x'y(x+3)-(y+3)=1023| x-y(x+3)-(y+3) si 3| x+3, deci 9|102, contradictic!Analog se
demonstraza si pentru celelalte trei numere; 6. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunem
ca orice suma de pe o linie sau coloand este un numar prim mai mare decat 2, asadar suma este
un numadr impar. Dacd adunam sumele celor 2012 linii, obtinem un numar par, adica suma
numerelor din fiecare celuld este un numdr par si daca adundm sumele celor 2011 coloane
obtinem un numdr impar, adicd suma numerelor din fiecare celula este un numar impar.
Contradictie!; 7. Presupunem prin absurd cd numarul 3 nu este rosu, atunci el este fie galben, fie
albastru. Daca 3 ar fi galben, atunci numerele 6,9,12,...,99 sunt galbene sau albastre si
1,2,4,5,7,...,97,98 sunt rosii. Dar 1+4=5 care nu este multiplu de 3, ceea ce contrazice ipoteza.
Numerele rosii sunt 3,6,9,12,...,99, deci suma numerelor care nu sunt rosii este 3367; 8.
Presupunem prin absurd cd avem trei luni consecutive printre care nu se afla luna februarie.
Acestea contin cel putin 30+31+30=91 zile, deci cel putin 13 saptdmani cu 13 duminici.
Contradictie!; 9. Presupunem ca a s§i b au paritati diferite. Fard a restrange generalitatea
considerim a=2n-1 si b=2m cu n,mN. 25=8-3+1 si 25'=8k+1, t N5*+5°=5-(8k+1)+8u+1=8v+6,
dar orice patrat perfect este de forma 8r, 8r+1, 8r+4 contradictie! Deci a si b au aceeasi paritate si
b—a este par; 10. Presupunem prin absurd ca ar exista noua numere care indeplinesc conditia data.
Daca printre cele noud numere s-ar afla numarul 2, atunci suma ar fi pard. Contradictie! Daca
suma numerelor este 3+5+7+11+13+17+19+23+29=127. Contradictie!; 11. Presupunem prin
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absurd ca niciun numir nu se divide cu 3, atunci S 1+2+4+5+7+8+10+11+13+14=75,
contradictie! Deci cel putin unul dintre numere se divide cu 3. Analog se demonstreaza ca cel
putin unul din numere se divide cu 4, respectiv 5; 12. Presupunem ca toate numerele sunt diferite
si calculam suma celor mai mici numere naturale 1+2+3+..+63=2016, contradictie!; 13.
Presupunem prin absurd ci 49"+1=100k, unde kN

49" = 100k — 1M4+3, dar (7")*+1=M,+1. Contradictie!

Fisa de activitate

» Sa se arate c¢d nu exista niciun numar natural care impartit la 25 sa dea restul 15 si Impartit la
15 sa dea restul 6.(Prahova, et. locald)

« Intr-un aprozar sunt 19 lizi de mere de doua calitati. S se arate ca existd cel putin 10 lizi de
mere de aceeasi calitate.

« Daci a si b sunt numere naturale nenule atunci numerele a’+4b si b*+4a nu sunt ambele
patrate perfecte.

» Sa se arate ca produsul a trei numere naturale nenule consecutive nu este patrat perfect.

* Suma a 50 de numere naturale nenule distincte este 1276. Aratati ca exista cel putin un numar
dintre ele mai mare decat 50.(Tulcea, et. locala)

« Intr-o scoala sunt 731 elevi. Aritati ci existd cel putin 3 elevi care isi serbeazi ziua de nastere
in aceeasi zi a anului.

* La un concurs participa la 50 de elevi, care trebuie sa rezolve 5 probleme. Dacd prima
problema este rezolvata de 45 de elevi, a doua de 39, a treia de 43, a patra de 36, iar a cincea de
39 de elevi, sa se arate ca cel putin doi elevi au rezolvat toate problemele. (Sibiu, et. locald)

* Un casier are numai monede de 3 lei si de 5 lei. Poate el sa plateasca orice suma de bani,
numar natural, mai mare sau egald cu 8? (Concursul Arhimede)
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« Suma a 37 de numere naturale nenule pare este 1308. Aratati ca cel putin doua dintre ele sunt
egale. (Iasi, et. locald)

« Stabiliti daca daca exista numere naturale m si n astfel incat (m —n)(m +n + 1) = 1999.

* Dacd un numar natural se divide cu 7, dar nu se divide cu 49, atunci numarul nu este patrat
perfect.

« Stabiliti daca existd numere prime a,b,c astfel incat a’+b*+c?=2008.

» Sa se arate ca, daca suma a 20 de numere naturale nenule distincte este egala cu 418, atunci
cel putin doua dintre aceste numere sunt impare. (Caras-Severin, et. judeteana)

* Suma a 5 numere naturale este 300. Se poate termina produsul lor in 2009? Justificati.

« Intr-o urna sunt 9 bile pe care sunt scrise numerele 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Aratati ca oricum am
alege 3 bile, suma numerelor de pe bilele ramase este cel pufin 21.

« Intr-o clasi sunt 13 fete si 12 baieti. Aritati ca oricum am forma grupe de cate 5 elevi, existd
cel putin o grupa in care sunt: a) cel putin 3 fete; b) cel putin 3 baieti.

* Suma a 104 numere naturale consecutive este un numar divizibil cu 3. Poate fi divizibil cu 3
cel mai mic dintre aceste numere? Justificati.

* Demonstrati ca nu exista x,y,z N astfel incat x2— y2 =47+2.

» Demonstrati ca nu exista niciun numar natural n astfel incat n, n+2, n+6, n+14, n+18, n+20 sa
fie simultan numere prime.

« a) Suma a cincizeci de numere naturale nenule diferite este 2548. Aratati ca printre ele exista
cel putin doud numere impare.

b) Gasiti macar o astfel de alegere.

* Multimile A si B au ca elemente numere naturale consecutive. Daca si diferenta dintre cel mai
mare §i cel mai mic element din este 1997, aratati cd multimile A si B nu pot avea acelasi numar
de elemente. (Bucuresti, et. locald)

* La o masa rotunda stau 2008 persoane a caror suma a varstelor este 3 ani. Aratati ca,
indiferent cum se ageaza la masd aceste persoane, vor exista doud persoane alaturate cu suma
varstelor mai mare de 81. (Botosani, et. judeteana)

* a) Sa se scrie multimea A=ca o reuniune de trei multimi disjuncte.

b) Sa se arate cd oricum am imparti in 3 grupe cifrele 1,2,3,...,9, existd o grupa ale carei cifre au
produsul strict mai mare decat 71. (Buzau, et. judeteana)
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