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I. PRINCIPIUL LUI DIRICHLET (Principiul cutiei)

Principiul cutiei. ,,daca repartizam n+1 obiecte in n cutii atunci cel putin doua obiecte vor fi
in aceeasi cutie” .

Justificare: consideram cazul cel mai nefavorabil asezdind in fiecare cutie cdte un obiect.
Deci am folosit ,,n” cutii si ,,n”" obiecte. Obiectul cu numarul n+1 trebuie pus i el intr-0
cutie oarecare dar in acea cutie exista deja un obiect. Asadar avem o cutie cu doud obiecte.
Nu este important care cutie contine cel putin doud obiecte, nici cdte obiecte sunt in acea
cutie §i nici cdte astfel de cutii exista. Important este ca exista cel putin o cutie cu cel putin
doua obiecte.

Probleme rezolvate

* Se considera 7 numere naturale. Demonstrati ca printre numerele date, cel putin doud dau
acelasi rest la impartirea cu 6.

Rezolvare:

La Tmpartirea cu 6 a unui numar natural se poate obtine unul din resturile: 0, 1, 2, 3, 4, 5.
Consideram cutia ,,i” formata din numerele care dau restul ,,i” la Tmpartirea cu 6. Rezulta
astfel 6 cutii 1n care trebuie plasate 7 numere. Va exista cel putin o cutie care contine doud sau
mai multe numere care dau acelasi rest la impartirea cu 6.

» Sa se arate ca oricum am alege 7 numere patrate perfecte (distincte), exista cel putin doua a
caror diferenta se divide cu 10.

Rezolvare:

Daca aN, a? Tmpartit la 10 va da unul din resturile: 0, 1, 4, 5, 6, 9. Deoarece avem 7 patrate
perfecte si numai 6 resturi, atunci exista cel putin doud patrate perfecte care dau acelasi rest la
impartirea cu 10, deci diferenta lor se divide cu 10.

» Sa se demonstreze, ca printre orice sase numere naturale exista doua numere a caror
diferenta este divizibila prin 5.

Rezolvare:

Consideram 5 cutii etichetate cu numerele 0,1,2,3,4 care reprezinta cele cinci resturi pe care le
putem obtine la mpartirea cu 5. Repartizam in aceste cutii cele 6 numere naturale, alese
arbitrar. In aceeasi cutie se aseaza numerele care dau acelasi rest la impartirea cu 5. Observam
cd sunt mai multe numere decat cutii, deci conform Principiului lui Dirichlet sunt doua
numere in aceeasi cutie, deci dau acelasi rest la impartirea cu 5. Atunci diferenta lor se divide
cu 5.

» Sa se arate ca oricum am alege cinci numere naturale, existd doua dintre acestea, care au
suma sau diferenta divizibile cu 7.

Rezolvare:

La Tmpartirea cu 7 a unui numar rezulta resturile 0,1,2,3,4,5,6. Patratul sau va da la impartirea
cu 7 unul din resturile 0,1,2,4. Avem cinci numere si patru resturi, rezultd conform
principiului cutiei cd cel putin doud din cele cinci patrate dau acelasi rest la impartirea cu 7;
x2—y?se divide cu 7, deci 7 |(x —y)(x *+ y), dar 7 este numar prim, deci 7|x-y sau 7|x+Yy.

« Intr-0 clasid cu 35 de elevi, numarul baietilor este cu 2 mai mare decit jumitate din
numarul fetelor. Aratati cd cel putin 4 fete sunt nascute n acceasi zi a saptdmanii si cel putin
doi baieti sunt nascuti in aceeasi luna a anului. (Bihor, et. locala)

Rezolvare:

Din efectuarea calculelor obtinem 13 baieti si 22 fete. Sunt 13 baieti si anul are 12 luni,
conform principiului cutiei rezultd ca cel putin doi baieti sunt ndscuti in aceeasi luna a anului.
Sunt 22 fete si saptamana are 7 zile conform principiului cutiei rezulta ca cel putin 4 fete sunt
ndscute in aceeasi zi a sdptdmanii.
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» Sa se demonstreze cd pentru orice numar natural n 1, existd un numar natural format din
cifrele 0 si 5, divizibil prin n.

Rezolvare:

Consideram numerele naturale a;=50, a,=5050,..., a,=5050.....50 si repartizam aceste
"obiecte" in "cutii" numerotate cu numerele 0,1,...,n-1 (care reprezinta resturile Tmpartirii la
n). In cutia s plasim numarul ay, care are restul impartirii la k egal cu s.

Daci in cutia cu indicele 0 este un "obiect” (adica un numar), atunci problema este rezolvata.
In caz contrar n "obiecte" sunt plasate in n-1 "cutii". In baza principiului lui Dirichlet exista
doua "obiecte" (numere) plasate in aceeasi cutie. Deci, existda doud numere cu acelasi rest la
impartirea prin n. Diferenta lor va fi divizibild prin n si diferenta numerelor formate din
cifrele 0 si 5 la fel va fi un numar format din cifrele 0 si 5.

» Demonstrati ca din oricare 4 numere naturale diferite putem alege doud astfel incat suma
cifrelor diferentei lor sa fie multiplu de 3.

Rezolvare:

Restul Tmpartirii unui numar natural la 3 este unul din numerele 0,1,2 si cum avem patru
numere, atunci conform Principiului cutiei existd doud numere naturale care dau acelasi rest la
impartirea cu 3. Diferenta acestor douda numere va fi divizibila cu 3, deci suma cifrelor
diferentei va fi multiplu de 3, conform criteriului de divizibilitate cu 3.

» Se stie ca o scoalad are exact 2007 elevi. Sa se arate ca cel putin doi dintre elevii scolii au
acelasi numar de prieteni. (Se presupune ca daca elevul A este prieten cu elevul B, atunci si
elevul B este prieten cu elevul A. Un elev nu este prieten cu el insusi). (Galati, et. locald)
Rezolvare:

Observam ca numarul de prieteni pe care-l poate avea un elev din acea scoala este
0,1,2,...2006. Nu poate exista un elev cu 0 prieteni si nici un altul cu 2006 prieteni deoarece ar
multimea A=sau B=. CardA=CardB=2006 si numarul elevilor este 2007, deci conform
Principiului cutiei exista cel putin doi elevi cu acelasi numar de prieteni.

» Sa se arate ca dintre 1003 numere naturale care Tmpartite la 2005 dau restul un numar
natural impar, exista cel putin doud numere a cdror diferentd se imparte exact la 2005.
(Concursul Arhimede)

Rezolvare:

Folosim teorema impartirii cu rest s1 avem n=2005-c+r, r<2005 din conditia r numar impar

r deciria 1002 valori. Cum avem 1003 numere, conform Principiului cutiei, exista doua care
dau acelasi rest la Tmpartirea lor prin 2005. Fie n;=2005-C;+r si np=2005-Co+r n; — ny
=2005-(c1— cy).

»  Séa se arate cd oricum am alege 10 numere din mulfimea , printre ele exista doua numere a
si b astfel incat a divide b.

Rezolvare:

Observam ca un numar natural se poate scrie sub forma n=2%-(2m+1), unde k 0. Definim
cutiile ca fiind urmatoarele multimi: M=, M, =, M3=, My=, Ms=, Mg=, M7=, Mg=, Mg=.
Cutiile s-au format pornind de la un numar impar la care s-au adaugat toti multiplii acestui
numar impar obtinuti prin inmultirea cu puteri ale lui 2. Conform Principiului cutiei daca
alegem 10 numere, doud dintre ele a si b cu a<b vor fi in aceeasi cutie, deci vor fi de forma
a=2"-(2m+1) si b=2%(2m+1), p<q, de unde a divide b.

« In 500 cutii se afld mere. Se stic ca in fiecare cutie se afld cel mult 240 mere. Si se
demonstreze ca exista cel putin 3 cutii ce contin acelasi numar de mere.

Rezolvare:
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Fie ca in primele 240 cutii se afld un numar diferit de mere (1, 2, ..., 240) si in urmatoarele
240 de cutii la fel (adica se examineaza cazul extrem). Astfel au ramas 500 — 2 - 240 = 20
cutii, 1n care trebuie sa plasam merele de la 1 la 240.

*  Oricum am scoate 7 bile dintr-o urna in care se afa bile albe si negre, printre cele 7 bile se
afla cel putin o bila neagra. Care este numarul maxim de bile albe din urna?

Rezolvare:

Presupunem ca in urna sunt cel putin 7 bile. Atunci este posibil ca la o extragere sa scoatem 7
bile albe. Daca in urna sunt 6 bile albe, chiar in cazul cel mai nefavorabil cand primele 6 bile
sunt albe, a saptea va fi, cu siguranta, neagra, deci numarul maxim de bile albe este 6.

Probleme propuse

» Fie 10 bile colorate. Sa se arte ca exista 4 bile colorate la fel sau 4 bile de culori diferite.
(Vélcea, et. judeteana)

» Sa se arate ca exista doud puteri ale lui 2 a caror diferenta se divide cu 2009.

« In orice multime de 10 numere naturale distincte existd doud a caror diferenta se divide cu
9.

* Consideram multimea A= {a;,ay....... apjcu elemente numere naturale. Sa se demonstreze
ca A are cel putin o parte nevida cu proprietatea ca suma elementelor sale se divide cu n.

* La o intrunire internationala participa 17 persoane. Fiecare cunoaste cel mult trei limbi
straine si oricare doi participanti pot conversa intre ei. Sa se demonstreze ca exista cel putin
trei participanti care cunosc aceeasi limba.

» Sa se demonstreze ca dintre n + 1 numere naturale diferite, mai mici ca 2n, pot extrage 3
numere, astfel incat un numadr este egal cu suma celorlalte doua.

* Suma a 63 de numere naturale nenule este 2000. Sa se arate ca cel putin doua dintre
acestea sunt egale. Care este cel mai mare numar de numere egale cu proprietatea ceruta?

e Fie n un numar natural nenul oarecare de forma n=, unde ¢ este ultima cifrd a numarului n
si ¢. Sa se demonstreze ca existd un numar natural care se divide cu n si

care se scrie folosind numai cifrac .

» Si se arate ca din oricare trei numere naturale prime, mai mari strict ca 3, putem alege
doua astfel incat diferenta sa fie divizibila cu 6.

* La un turneu de sah au participat n2 sahisti. S& se demonstreze ca in orice moment al
turneului dinaintea ultimei runde cel putin doi sahisti au acelasi numar de victorii.

Solutii probleme propuse

1. Avem doua cazuri a) existd 4 bile de aceeasi culoare. Propozitia este adevarata; b) nu exista
4 bile de aceeasi culoare, atunci cel mult 3 bile au aceeasi culoare. Dar 10=3-3+1, conform
principiului cutiei, rezultd ca exista cel putin o bila care are o a patra culoare; 2. Consider[m
numerele 20,223 ... 2% La impartirea acestor 2010 numere cu 2009 se obtin 2010 resturi.
Dar la impartirea unui numadr la 2009 se obtin resturile 0,1,2,...,2008, conform principiului
cutiei existd doud numere care dau acelasi rest. Fie 2'=2009-ci+r, 2'=2009-c,+r, (i,j numere
naturale, i<j), prin scaderea celor doua numere obtinem concluzia; 3. Fie n=9-c+r, , conform
principiului cutiei existd doud numere care dau acelasi rest si daca le scadem diferensa lor se
va divide cu 9; 4. Fie a=n-q+r cu gN si r {0,1,...,n-1}. Consideram urmatoarele n submultimi
ale lui A: Aj={a:}, Ao={ a1.,a },..., Ap={a1,a2,....a5 }. Notam cu S; =a;+a,+....+.a;, cu i=1,n
(suma elementelor fiecdrei mulfimi). Daca unul din numerele S; cu i=1,n se divide cu n,
problema este rezolvata. Dacd nu, cele n resturi obtinute prin impartirea cu n a numerelor S;
apartin multimii {1, 2, ....n-1 }cu n-1 elemente diferite. Deci conform principiului cutiei
existd doua numere S; si Sj care dau acelasi rest la impartirea cu n. Fie S j = a;+a+....a; 51
Sj=ait+axt....aj cele doud numere. Fie i<j ;cum n| S; —S;, rezultd ca submultimea este B={aj.,
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ai+2,.....aj}; 5. Fie A unul din participanti. El poate vorbi cu oricare din cei 16 participanti in
cel mult o limba din cele trei. Atunci exista o limba, in care A vorbeste cu nu mai putin de 6
participanti. Printre acestia e B unul oarecare. Este clar ca printre alfi 5 participanti sunt 3 cu
care B poate vorbi in aceeasi limba (o vom numi a doua limba). Daca printre acesti trei, cel
putin doi, sd spunem C si D, pot vorbi cu oricare in a doua limba, atunci B, C si D sunt cei trei
participanti ce vorbesc aceeasi limba; 6. Fie a; < @ < ... < apy; numerele date. Dacd facem
diferentele numerelor doua cate doud, obtinem numere pozitive diferite si mai mici ca 2n.
Astfel avem 2n+1 numere naturale

ai, a,..., an+1, A2—Aa1, 83—a2, ..., ans1— &y fiecare fiind mai mic ca 2n. Conform principiului
cutiei cel putin doud numere coincid. Unul dintre aceste doud numere apargine mulfimii aj,
a,..., ans1 §i celalalt multimii a;—ay, ag—ay, ..., an+1— an. Fie aceste numere ax sian—a; am = a
+ ay;

7. Consideram cele mai mici numere distincte posibile, atuncil+2+3+...... 63=2016>2000,
deci cel putin doud numere sunt egale. De exemplu 2+3+4+...+62+48=2000. Daca toate
numerele sunt egale, atunci: x+x+.....+x=2000; 63x=2000 de unde x nu este natural. Pot fi cel
mult 62 numere egale, cu proprietatea cerutd ,de exemplu 1+1+...+1+1938=2000; 8.
Consideram numerele naturale scrise in baza 10: N;=c, N,=, N3=, ... Ny+1= . Conform teoremei
impartirii cu rest, Nx=n-qi+r, k. Conform Principiului lui Dirichlet, printre cele n+1 numere
N1, Na,..., Npsp existd cel putin doud care au acelasi rest la Tmpartirea cu n. Prin urmare,
printre resturile ry,ro,...rq41 existd cel putin doud resturi egale. Fie acestea rm=r, cu m<p.
Numarul N=Ng—Nmn=(n-gp+rp) = (N*0m+rm) = N*(gp — gm). Rezulta ca numarul N se divide cu n.
N=-2"-5", atunci n-(qp — gm)="2""5".

Dar numarul neste impar, prin urmare nu se divide cu 2. U(n)deci restul impartirii la 5 poate fi
1,2,3 sau 4, deci n nu se divide cu 5se imparte exact la n; 9. Numerele naturale pot fi de forma
6k-+r, unde r . Numerele prime au forma 6k+1 sau 6k+5. Alegdnd 3 numere prime, conform
principiului cutiei, doud vor da acelasi rest la Tmpartirea cu 6. Diferenta lor se divide cu 6; 10.
In orice moment al turneului dinaintea ultimei runde, fiecare sahist a jucat maximum n — 2
partide si a putut obtine 0,1,2,...,n — 2 victorii, deci in total n — 1 posibilitati (cutii). Fiindca la
turneu au participat n sahisti rezulti ca cel putin doi sahisti au acelasi numar de victorii inaintea
ultimei runde.

Fisa de activitate

* Se da mulfimea M= {1, 4, 7, 10, 13, ..., 97, 100} si o submultime S a lui M formata din 19
elemente. Sa se arate ca existd in multimea S doud elemente a caror suma este egala cu 104.

» Sa se arate ca din oricare trei numere prime, mai mari decat 3, se pot alege doud cu
proprietatea ca suma lor sau diferenta lor se divide cu 12.

» Scriem pe rand 84 de numere naturale nenule distincte astfel incat suma oricaror doua
numere vecine sa fie un numar par.
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1) Aratati ca oricum am alege sapte dintre aceste numere existd doud a caror diferenta este
divizibila cu 12.

i1) Demonstrati ca cea mai mica suma posibild a celor 84 de numere este patrat perfect.

» Aratati ca daca avem 33 de bile rosii si albastre, oricum le-am pune in 4 cutii, va exista o
cutie 1n care se afla cel putin 5 bile de aceeasi culoare.

» Sa se arate, ca printre orice (n + 2) numere naturale existd doud numere cu suma sau

diferenta divizibila prin 2n.

» Sa se arate ca oricum am alege 504 numere naturale distincte nenule cel mult egale cu
2007, printre ele existd doua a caror diferenta este 2,3,5 sau 8. (Concursul Arhimede-IMAC)

» La un magazin pe un raft se gasesc 10 banane, 20 de mere, 8 gutui, 15 piersici si 25 caise.
Cate fructe trebuie sd luam din raft pentru a fi siguri ca avem 12 de acelasi fel?

» Sa se demonstreze cd din 11 cifre pot fi selectate doua cifre identice.

« Intr-o cutie sunt 10 creioane de culoare rosie, 8 de culoare albastra, 8 de culoare verde si 4
de culoare galbena. La intamplare (aleator) din cutie se extrag n creioane. Sa se determine
numarul minim de creioane care trebuie extras astfel incat sa fie:

a) nu mai putin de patru creioane de aceeasi culoare;

b) cel putin 6 creioane sunt de culoare albastra;

¢) cate un creion de fiecare culoare.

« In campionatul national de fotbal participi 30 echipe. S se demonstreze ¢ in orice
moment existd doud echipe cu numar egal de jocuri jucate in campionat.

» Consideram multimea a=. Aratafi ca printre oricare 9 elemente ale multimii A, exista cel
putin doua al caror produs este patrat perfect. (Concursul Florica T. Cadmpan, Iasi)

* Se considera numerele naturale a si b, astfel incat 2a <b .

Se completeaza fiecare dintre cele 9 patratele ale patratului din

figura aldturatd cu numerele 1, a si b astfel incét fiecare dintre acestea

sd apard o singura data pe fiecare linie si pe fiecare coloand a patratului.

a) Aratati ca doua dintre colturile opuse ale patratului sunt completate cu

numere egale.

b) Aratati ca una dintre diagonalele patratului este completata cu numere egale.

c) Daca produsul numerelor de pe fiecare linie, de pe fiecare coloana si de pe fiecare
diagonala este egal cu n, aratati cd n este cub perfect. (Bucuresti, et. locala)

» Sa se demonstreze, ca pentru orice numar natural exista un multiplu al lui scris numai cu
cifrele 0 si 1.

» Sa se arate ca exista un numar natural cu ultimele patru cifre 1998 si divizibil prin 1997.

« Aritati ci oricum am alege 9 divizori naturali ai numarului 30°%, exista cel putin doi al
caror produs este patrat perfect.

» Demonstrati ca pentru orice numar natural prim cu 10 existd un multiplu al sdu scris doar
cu cifra 3.

« Demonstrati ca oricum am alege 37 de numere naturale nenule, exista 7 a caror suma este
multiplu de 7.
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