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CLASA a X-a

1. Dacd a,a,,..,a,€(0,1) sau a,a,,.,a,€(l,o), si se justifice inegalitatea:
2
logal a2 n loga2 a3 R logaIH an n loga” al > n

a, a, a, a, a +a,+..+a,

Dan Popescu, Suceava

2. Fie numerele u,v,z,,z, €[l .Aratati cd are loc relatia
2 2 2 2 o . . - —
|z1 +uzz| +|z1 +vzz| = |z1 —uzz| +|z1 —vz2| dacd i numai daca Re((u +v)zlz2) =0.
lon Bursuc, Suceava
3. In cate moduri pot fi colorate cele 10 pitrate de laturd 1 ale unui dreptunghi 1x10 cu
culorile albastru si galben astfel incat primul si ultimul patrat sd aiba aceeasi culoare si sa

nu existe patrate galbene aldturate.
Claudia Marchitan, Suceava

NOTA: Timpul efectiv de lucru este de 2,5 ore.



Pentru fiecare subiect se acorda de la 0 la 7 puncte.
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CLASA a X-a

1. Daci a,a,,..,a,€(0,1) sau a,a,,..,a,€(l,0), si se justifice inegalitatea:
2
logal a2 n loga2 a3 R logaIH an n loga” al N n

a, a, a, a, a, +a,+..+a,

Dan Popescu, Suceava
Solutie: a) Se observa ca suma din primul membru este minorata de

Iga, lga, Iga, lga, 1 n
n-n . L . . = 5
lga, lga, lIga, | lga, q/a1 ... q, Q/al-az-...-an

iar a, +a,+...4+a,>2n\a,-a,-...-a, .

Barem:
log, a, log, a log, a, log, a
- 2 3 n
Demonstreazd ——— +—2—+ G My 2 1> 3p
a, a, a, a,  ifa,+a,+..+a,
2
n n
a+a,+..+a, zila+a,+..+a,
Finalizare Ip

2. Fie numerele u,v,z,,z, €lJ .Arétati ca are loc relatia
2 2 2 2 o . . - —
|z1 +uzz| +|z1 +vzz| = |z1 —uzz| +|Z1 —v22| dacd si numai daca Re((u +v)zlzz) =0.

ITon Bursuc, Suceava
Solutie: Folosind proprietatile modulului si conjugatului obtinem:

|2, +uz,|* +]z, +vz,| = (2, +uzz)(M)+(z1 +vzz)(m) -

(z,+uz, ) (7 +7-2,) + (2,42, ) (5,475, ) = |z + 2 -2, +uz 7, +[uf |2, +

|2 + 272, + vz 7 D [2af = 2]z + (e +|v|2)|22|2 +(u+v) 2,7 +(u+v) 2,7, =

=2z, +(Juf + ' )2.| + 2Re((u+v) 2,7, ) Prin urmare, are loc relatia

2z |z vz, =20z ([ + L)+ 2Re((u+)2:7) (1)

Analog avem |z, —uzz|2 +|z, —vzz|2 = 2|Z1|2 +(|u|2 +|v|2)|22|2 —2Re((u +v)2221) (2)



Din relatiile (1) si (2) rezultd concluzia.

Barem:

Deduce relatia 1 3p
Deduce relatia 2 3p
Finalizare Ip

3. In cate moduri pot fi colorate cele 10 patrate de laturd 1 ale unui dreptunghi 1x10 cu
culorile albastru si galben astfel incat primul si ultimul patrat sd aiba aceeasi culoare si sa
nu existe patrate galbene aldturate.

Claudia Marchitan, Suceava
Solutie: Notam culorile celor 10 patrate de laturd 1, numerotate de la stinga la dreapta, cu

€,CysennsCyg €{a, g}, unde prin ¢, =a, (respectiv ¢, = g ) intelegem ci patratul i este albastru
(respectiv galben). Vrem sd determindm in cate moduri putem colora patratele astfel Incat
¢ =c¢, sinuexistda ie{l,2,...,9} cu ¢ =c, =g. Distingem doud situatii: ¢, =c,=a si
G=6,=8-

In primul caz ¢, =c,, =a constatim cd putem colora pitratele 2—9 cu cele doua
culori avand grija sa nu existe i {2,...,8} cu ¢, =c,, =g . Pentru aceasta consideram cazul
general a n patrate si notdm cu x, numarul de moduri In care pot fi colorate astfel incat sa nu
existe patrate galbene alaturate. Observam ca x, =2 (un pdatrat poate fi colorat in doud moduri
— albastru sau galben), x, =3 (putem colora (a,a),(a,g),(g,a)) si ardtam ci pentru n>3
are loc egalitatea x, =x,_, +x,,. Fie n>3. Dacd ultimul pétrat e colorat albastru (¢, =a)
atunci celelalte n—1 patrate pot fi colorate in x, ;| moduri (trebuie respectata numai conditia
sa nu existe pdtrate galbene alaturate). Daca ultimul patrat e colorat galben (¢, = g) atunci
¢, ,=a, lar celelalte n—2 patrate pot fi colorate in x, , moduri, ceea ce conduce la

X, =X,,tX

,,Vn2>3.Gasim imediat x, =5,x, =8,x, =13,x, =21,x, =34, de unde x; =55.

In cazul ¢, =¢, = g rezulti ¢, =c, =a, iar pitratele 3—8 pot fi colorate in x, =21
moduri, conform cazului anterior (trebuie respectatd conditia de neexistentd a patratelor
galbene aldturate). Obtinem in final 76 de colorari ale dreptunghiului dat.

Barem:

Distinge doua situatii: ¢, =¢,,=a si ¢, =¢,=g. 2p
Gaseste numdrul de colorari in cazul ¢, =¢,, =a 2p
Gaseste numdrul de colorari in cazul ¢, =¢,, =g 2p
Finalizare: 76 colordri posibile Ip
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