
 
 
 
 
 
 
 

CONCURSUL CENTRELOR DE EXCELENŢĂ „CĂTĂLIN ȚIGĂERU” 
- 23 mai 2015 - 

 
CLASA a XI-a 

 
 

1. Fie A şi B matrice pătratice de ordin doi, cu proprietatea că BAAB = . 
a) Dacă ( )2,A B MÎ �  şi ( ) 0det 22 =+ BA , să se arate că ( ) ( ) ( )BtrAtrABtr ×= ; 

b) Să se arate că există ( )2,A B MÎ �  cu ( ) 0det 22 =+ BA şi ( ) ( ) ( )BtrAtrABtr ×¹ . 

Dan Popescu, Suceava 
 

2. Găsiți funcțiile continue [ ]: 1,1f - ® �  ce verifică [ ]sin ( ) cos ( ) 2 , 1,1f x f x x x+ = " Î - . 
Marius Marchitan, Suceava 

 
3. Fie ( ) [ ): 0 , 0 ,f ¥ ® ¥  o funcţie derivabilă astfel încât ( ) ( ) ( )0 , 0,xf x f x x¢ - ³ " Î ¥ . 

Arătați că există lÎ �  astfel încât funcţia [ ) ( ) ( ) ,  dacă  0
: 0, ,

,  dacă  0
f x x

F F x
xl

>ìï¥ ® = í
=ïî

�  să 

fie derivabilă pe [ )0,¥ . 
 

Vladimir Cerbu și Mihai Piticari, Câmpulung Moldovenesc 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
NOTĂ: Timpul efectiv de lucru este de 2,5 ore.  
Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.   
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CONCURSUL CENTRELOR DE EXCELENŢĂ „CĂTĂLIN ȚIGĂERU” 
- 23 mai 2015 - 

 
CLASA a XI-a 

 
 

1. Fie A şi B matrice pătratice de ordin doi, cu proprietatea că BAAB = . 
a) Dacă ( )2,A B MÎ  şi ( ) 0det 22 =+ BA , să se arate că ( ) ( ) ( )BtrAtrABtr ×= ; 

b) Să se arate că există ( )2,A B MÎ  cu ( ) 0det 22 =+ BA şi ( ) ( ) ( )BtrAtrABtr ×¹ . 

Dan Popescu, Suceava 
Soluţie: a) Pentru orice zÎ  și orice ( )2,A B MÎ  are loc egalitatea 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2det det det ) ( )
not

A zB A tr A tr B tr AB z B z P z+ = + - + = . 
Atunci 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 2det det det ( ) ( )A B A iB A iB P i P i P i+ = + - = × - = =

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
det detA B tr A tr B tr AB= - + - . 

Dacă 2, MBA Î (ℝ) atunci ( ) ( )( )2
det detA B +- Î , ( ) ( ) ( )( )2

tr A tr B tr AB +- Î , iar în 

ipoteza că ( ) 0det 22 =+ BA , obținem ( ) ( )BA detdet =  şi ( ) ( ) ( )BtrAtrABtr = . 

b) Este suficient un exemplu cum este următorul: ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

+
=

01
10

i
i

A  şi ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

1
1
i

i
B . 

Barem: 
a) Obține ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 2det det detA B A B tr A tr B tr AB+ = - + -  2p 

Deduce că ( ) ( )BA detdet =  şi ( ) ( ) ( )BtrAtrABtr =  2p 
b) Exemplu și verificare 3p 
 

2. Găsiți funcțiile continue [ ]: 1,1f - ®  ce verifică [ ]sin ( ) cos ( ) 2 , 1,1f x f x x x+ = " Î - . 
Marius Marchitan, Suceava 

Soluţie: Împărțind egalitatea prin 2  obținem [ ]sin ( ) , 1,1
4

f x x xpæ ö+ = " Î -ç ÷
è ø

. Deducem că 

pentru orice [ ]1,1xÎ -  avem ( ) { } { }arcsin 2 , arcsin 2 ,
4

f x x k k x k kp p p p+ Î + Î È - + Î . 

Considerăm funcția [ ]: 1,1g - ® , ( ) ( ) ,
4

g x f x p
= +  care este o funcție continuă. Pentru 

fiecare k Î , notăm 2 , 2
2 2kU k kp p

p pæ ö= - + +ç ÷
è ø

, 32 , 2
2 2kV k kp p

p pæ ö= + +ç ÷
è ø

. Observăm că 
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pentru orice ( )1,1xÎ -  și  orice k Î  avem arcsin 2 kx k Up+ Î ,  arcsin 2 kx k Vp p- + Î , iar 

( ) ( )k k
k

g x U V
Î

Î ÈU . Deducem că ( )( ) ( )1,1 ,
2k k

k

g U V k kp
p

Î

ì ü- Í È = - + Îí ý
î þ

U . Cum g 

este continuă pe ( )1,1- , rezultă că ( )( )1,1g -  este interval inclus în ,
2

k kp
pì ü- + Îí ý

î þ
. 

Prin urmare există 0k Î  astfel încât ( )( )
0

1,1 kg U- Í  sau ( )( )
0

1,1 kg V- Í . În primul caz 

deducem că ( ) ( )0arcsin 2 , 1,1g x x k xp= + " Î - , iar a doua situație conduce la 

( ) ( )0arcsin 2 , 1,1g x x k xp p= - + " Î - . Prelungind apoi prin continuitate în 1-  și 1 funcția g, 

obținem că funcțiile f sunt  cele  de  forma  ( ) [ ]arcsin 2 , 1,1
4kf x x k xp p= - + + " Î -  sau 

( ) [ ]3 arcsin 2 , 1,1
4kf x x k xp p= - + " Î - , unde kÎ  este fixat. 

Barem: 

Obține [ ]sin ( ) , 1,1
4

f x x xpæ ö+ = " Î -ç ÷
è ø

 2p 

Deduce ( ) { } { }arcsin 2 , arcsin 2 ,
4

f x x k k x k kp p p p+ Î + Î È - + Î  1p 

Există 0k Î  astfel ca ( )( )
0

1,1 kg U- Í  sau ( )( )
0

1,1 kg V- Í  2p 

( ) [ ]arcsin 2 , 1,1g x x k xp= + " Î -  sau ( ) [ ]arcsin 2 , 1,1g x x k xp p= - + " Î -  1p 

Soluțiile sunt funcțiile de forma ( ) [ ]arcsin 2 , 1,1
4kf x x k xp p= - + + " Î -  sau 

( ) [ ]3 arcsin 2 , 1,1
4kf x x k xp p= - + " Î - , k Î  fixat. 

1p 

 
3. Fie ( ) [ ): 0 , 0 ,f ¥ ® ¥  o funcţie derivabilă astfel încât ( ) ( ) ( )0 , 0,xf x f x x¢ - ³ " Î ¥ . 

Arătați că există lÎ  astfel încât funcţia [ ) ( ) ( ) ,  dacă  0
: 0, ,

,  dacă  0
f x x

F F x
xl

>ìï¥ ® = í
=ïî

 să 

fie derivabilă pe [ )0,¥ . 
Vladimir Cerbu și Mihai Piticari, Câmpulung Moldovenesc 

Soluţie: Considerăm funcția ( ) ( ) ( ): 0, ,
f x

H H x
x

¥ ® = . Funcția H este derivabilă şi 

( ) ( ) ( ) ( )2 0, 0,
xf x f x

H x x
x

¢ -
¢ = ³ " Î ¥ , deci H este funcție crescătoare. Atunci H are limită 

la dreapta în 0 şi ( ) [ )
0

0

lim 0,
x
x

H x a
®
>

= Î ¥ . Din ipoteză avem ( ) ( ) ( )0, 0,
f x

f x x
x

¢ ³ ³ " Î ¥  și 

de aici obţinem că f este funcție crescătoare. Atunci f are limită la dreapta în 0 şi 

( ) [ )
0

0

lim 0,
x
x

f x l
®
>

= Î ¥ . Dacă ( )0,lÎ ¥  atunci ( ) ( )
0 0

0 0

lim lim
0x x

x x

f x lH x
x

a
® ® +
> >

= = = = ¥ , absurd. 



Prin urmare 0l = . Considerăm funcţia [ ) ( ) ( )  ,  dacă 0
: 0, ,

0 ,  dacă 0
f x x

F F x
x
>ìï¥ ® = í
=ïî

. Evident 

funcția F este derivabilă pe ( )0, ¥  și ( ) ( ) ( ), 0,F x f x x¢ ¢= " Î ¥ . De asemenea, observăm 

că ( ) ( ) ( ) [ )
0 0

0 0

0
lim lim 0,

0x x
x x

F x F f x
x x

a
® ®
> >

-
= = Î ¥

-
 adică F este derivabilă în 0 și ( )0F a¢ = . În 

concluzie, funcția F este derivabilă pe [ )0,¥ . 
Barem: 

Există ( ) [ )
0

0

lim 0,
x
x

H x a
®
>

= Î ¥ , unde ( ) ( ) ( ): 0, ,
f x

H H x
x

¥ ® =  2p 

Există ( ) [ )
0

0

lim 0,
x
x

f x l
®
>

= Î ¥  
2p 

Obține 0l =  2p 

Finalizare [ ) ( ) ( )  ,  dacă 0
: 0, ,

0 ,  dacă 0
f x x

F F x
x
>ìï¥ ® = í
=ïî

 derivabilă pe [ )0,¥  1p 

 
 
NOTĂ: Timpul efectiv de lucru este de 2,5 ore.  
Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.   
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