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CLASA a XI-a

1. Fie A4 si B matrice patratice de ordin doi, cu proprietatea cd AB = BA.
a) Dacd 4,BeM, () si det(4> + B*)=0, si se arate ci t(4B) = tr(4)-tr(B);

b) Si se arate ca existda 4,Be M, () cu det(A2 +B’ ): 0si tr(AB)# tr(A)-tr(B).

Dan Popescu, Suceava

2. Gasiti functiile continue f:[-1,1] >0 ce verifica sin f(x)+cos f(x) = x\2,Vxe [-11].

Marius Marchitan, Suceava

3. Fie f:(0,0)—[0, ) o functie derivabila astfel incat xf'(x)—f(x)=0, Vxe(0, x).
e A : f(x), daca x>0 _
Aritati cd existd 2 el astfel incat functia F:[0, ) >0, F(x)= sd

A , daca x=0

fie derivabila pe [0,0).

Viadimir Cerbu si Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc

NOTA: Timpul efectiv de lucru este de 2,5 ore.
Pentru fiecare subiect se acorda de la 0 la 7 puncte.
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CLASA a XI-a

1. Fie A4 si B matrice patratice de ordin doi, cu proprietatea cd AB = BA.
a) Dacd 4,BeM, () si det(4> + B*)=0, si se arate ci t(4B) = tr(4)-tr(B);

b) Si se arate ca existda 4,Be M, () cu det(A2 +B’ ): 0si tr(AB)# tr(A)-tr(B).
Dan Popescu, Suceava
Solutie: a) Pentru orice z €[l siorice 4,BeM, (D ) are loc egalitatea
det(A+2B) = det A+ (tr (A)tr(B)—tr (AB))z+(det B))=* = P(2).

Atunci

det(A® +B*) = det(4+iB)det(A—-iB) = P(i)- P(~i) =|P(i)
= (det(A)~det(B)) +(tr(A)tr(B)~tr(4B)) .

‘2

Daci 4,BeM,(R) atunci (det(4)—det(B)) ell ., (tr(A)ur(B)~tr(4B)) el ., iar in
ipoteza cd det(A2 +B’ ): 0, obtinem det(4)=det(B) si t(4B)=tr(A)r(B).
b) Este suficient un exemplu cum este urmatorul: 4 :( 0 ) I l] si B= (l ij .
I+i O i1
Barem:
a) Obtine det (4 +B*)=(det(A)~det(B)) +(tr(A)ir(B)~tr(4B)) 2p
Deduce ci det(4)=det(B) si t(4B)=tr(A)r(B) 2p
b) Exemplu si verificare 3p

2. Gasiti functiile continue £ :[~1,1]—[ ce verifica sin f(x)+cos f(x)=xv/2,Vx e [-11].

Marius Marchitan, Suceava

Solutie: Impartind egalitatea prin J2 obtinem sin ( f (x)+%j =x,Vxe [—1,1] . Deducem ca
. T . .
pentru orice x €[—1,1] avem f(x) +Z e {arcsinx + 2k, k e[ } U{x —arcsinx + 2km,k €[} .

Consideram functia g:[-1,1] >0, g(x)=f(x)+=, care este o functie continua. Pentru

T
4
fiecare kell, notam U, =(—%+2kﬂ,%+2kﬂj, f =(%+2kﬂ,37ﬂ+2k7zj. Observam ca



pentru orice x €(—1,1) si orice k€] avem arcsinx+2kz eU,, 7 —arcsinx+2kx €V, iar

g(x)elJ(U, uV,). Deducem ca g((—l,l))gU(Ukqu)=D —{%+kﬂ,keﬂ}. Cum g

kel kell

este continud pe (—1,1), rezulta ca g((—l,l)) este interval inclus in [ —{%-{-kﬂ,k ED}.

Prin urmare existd k, e[l astfel incat g((—l,l))g U, sau g((—l,l)) <V, . In primul caz
deducem ca g(x)=arcsinx+2kw,Vxe(-11), iar a doua situatic conduce la

g (x) =m —arcsinx + 2k, Vx € (—1,1) . Prelungind apoi prin continuitate in —1 si 1 functia g,

obtinem ca functiile f sunt cele de forma fk(x):—%+arcsinx+2k7r,Vxe[—1,1] sau

fi(x)= 377[— arcsin x + 2k7, Vx €[-1,1], unde k e[l este fixat.

Barem:
Obtine sin (f(x) +%j =x,Vxe [—1,1] 2p
Deduce f(x) +% e {arcsinx + 2k, k e[ } U{x —arcsin x + 2k, k 1 } Ip
Exista k, €[] astfel ca g((—l,l)) cU, sau g((—l,l)) <V, 2p
g(x)=arcsinx+2kz,Vx e[-1,1] sau g(x)=r —arcsinx+2kz,Vx e[-1,1] Ip
Solutiile sunt functiile de forma f, (x)= —% +arcsinx + 2k, Vx e[-1,1] sau

Ip
fi(x)= 377[— arcsin x + 2kz, Vx e [-11], kel fixat.

3. Fie f:(0,0)—[0, ) o functie derivabila astfel incat xf'(x)—f(x)=0, Vxe (0, x).
e . . f(x), daca x>0
Aritati cd existd 2 el astfel incat functia F:[0, ) >0, F(x)= sd
A , daca x=0
fie derivabila pe [0,0).
Viadimir Cerbu si Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc

Solutie: Considerdim functia H:(0,0)—0, H (x)zM. Functia H este derivabila si

i L 100

>0, Vxe(0, x), deci H este functie crescatoare. Atunci H are limita

la dreapta in 0 si lin})H(x) =a €[0,). Din ipoteza avem ['(x)> & >0, Vxe(0, ) si
X—> X
x>0

de aici obtinem ca f este functie crescatoare. Atunci f are limitd la dreapta In 0 si
lim f(x)=1€[0,00). Dacd [e(0, ) atunci o =limH (x)= limwzi
x—0

x—0 x—>0 X
x>0 x>0 x>0

=o0, absurd.
+



f(x), dacax>0
0 , dacax=0
functia F este derivabild pe (0, ) si F'(x)= f"(x), ¥x€(0, o). De asemenea, observim

ca limw - limM

x—0 x—0 x>0 X
x>0 x>0

Prin urmare /=0. Considerdm functia F:[0, ) >0, F(x) ={ . Evident

=q €[0,0) adicd F este derivabild in 0 si F'(0)=a. In

concluzie, functia F este derivabild pe [0,0).

Barem:

Existd lim H (x)=a €[0,00), unde H:(0,0)—>0, H(x)= /(%) 5
x—0 X p
x>0

Exista li =

xistd xl_r)l’(l)f(x) 1€[0,) ”
x>0

Obtine /=0 2p

daca 0
Finalizare F:[0, )~ , F(x) :{f(x) », qacdx> derivabild pe [0,) Ip
0 , dacax=0

NOTA: Timpul efectiv de lucru este de 2,5 ore.
Pentru fiecare subiect se acorda de la 0 la 7 puncte.
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