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CLASA a lV-a

PROBLEMA 1

Un gospodar are in curte gdini si iepuri, in total 30 de capete si 84 de picioare. Saptamanal, pentru
hrana unei pasari sunt folosite, in medie, 500 g de graunte, iar pentru hrana unui iepure de 4 ori mai mult.
Kilogramul de graunte costa 4 lei. Cat plateste gospodarul pe grauntele consumate de animale in 4
saptdmani?

PROBLEMA 2

La un concurs de matematica au fost date 40 de probleme pentru care se acordau 10 puncte pentru
problema corectd si se penalizeazd cu 4 puncte problemele rezolvate gresit. Daca Mihai obtine 120 de
puncte, precizati cate probleme corecte a facut.

PROBLEMA 3

La inceputul anului scolar, un elev sirguincios a imprumutat de la biblioteca C.N.M.V. 11 culegeri
de matematica si 16 carti de literaturd. Saptamanal, el preda bibliotecii 2 carti. Daca preda 2 carti de acelasi
fel (ambele de literatura sau ambele de matematica) mai imprumuta o carte de literatura, iar daca preda o
culegere de matematica si o carte de literaturd, imprumuta o culegere de matematica. Care este ultima carte
cu care ramane elevul?

PROBLEMA 4
NUMERE CIVILIZATE

Un numdr care nu se imparte exact la niciuna din cifrele sale se numeste civilizat (precizdm ca niciun
numar nu se imparte la 0).

a) Aratati cd numerele 52 si 354 nu sunt civilizate.

b) Claudiu si Diana au gasit doud numere civilizate care inmultite dau tot un 23*% x
numar civilizat. Reconstituiti inmultirea gasita de cei doi copii (stelutele *9
inlocuiesc cifre). Rlokol

Timp de lucru 2 ore. Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.
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PROBLEMA 1

Sa se arate ca numarul: A =4031 +2+6+ 10+ ... + 8058 se poate scrie ca suma de doua patrate

perfecte consecutive de numere naturale.

PROBLEMA 2

Calculati (a-b)(a+b)” stiind cd a,b € N* si

a+1 a+2 a+2014
b e B = 2015.
b+1 b+2 b+2014

PROBLEMA 3

a) Determinati cifrele a si b, stiind ca ab3 = 3ath=1

b) Determinati cifrele a, b, ¢ stiind ca: @a0 + 3 - b0 = ccc0 .

(Numerele sunt scrise in baza 10).

PROBLEMA 4

Multimea numerelor naturale se imparte in submultimi astfel: {0}; {1, 2}; {3, 4, 5}, {6, 7, &, 9};
unde prima submultine contine primul numar natural, a doua submultime contine urmatoarele doua numere
naturale si asa mai departe. Determinati:

a) Cu ce numar natural Incepe cea de-a 50 — a submultime;

b) Suma elementelor celei de-a 50 —a submultimi;

¢) Suma elementelor primelor 50 submul{imi.

Timp de lucru 3 ore. Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.
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PROBLEMA 1

a) Suma a trei numere naturale nenule este 345, Daca primele doua valori sunt direct
proportionale cu 0,(3) respective 1,(6) iar ultimele doua valori sunt invers proportionale cu 3
respectiv 9, sa se determine numerele.

b) Se considera numarul g = 23 + ! ! .

142 1+2+3 142+3++2015
Aratati ca numarul a este subunitar si precizati valorile lui n € N pentru care numarul

b=(1-a)" 63" €N.

PROBLEMA 2

Sa se afle numerele natural x si y, stiind ca 1* + 2* + 3% + ... 4+ 3133* = 56Y — 3

PROBLEMA 3

Se considerd triunghiul ABC si punctul O mijlocul segmentului [BC], iar AB >AC. Fie (AD
bisectoarea unghiului A, D € (BC) . Perpendiculara din O pe bisectoarea (AD intersecteaza laturile
AC si AB inpunctele E, respective F.

a) Demonstrati ca [BF] = [CE].
b) Calculati raportul dintre lungimile segmentelor AM si NE, unde punctele M si N sunt
mijloacele segmentelor [AB] respectiv [AC].

PROBLEMA 4

Fie ABC un triunghi echilateral, M mijlocul laturii [BC] si D € (AM) astfel incit AM+MD=AB. Sa
se determine unghiul DBM.

Timp de lucru 3 ore. Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.



(P““‘ "fl;»'

é‘vg O’;. INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN CLUJ

MINISTERUL EDUCATIEI S

COLEGIUL NATIONAL ,MIHAI VITEAZUL” TURDA CERCETARII §TIINTIFICE

SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA- FILIALA CLUJ

CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA |
ST INFORMATICA ,,MARIAN TARINA” ‘.q-l'

Editia a XV-a, 8— 9 MAI 2015 '@!
Sausmecased

CLASA a Vll-a

PROBLEMA 1

Se considera patru patrate cu laturi de lungimi egale cu a, b, ¢, d. Sa se demonstreze ca media aritmeticd
a celor patru valori este cel mult egald cu suma tuturor rapoartelor dintre ariile si perimetrele oricaror trei
dintre patrate.

PROBLEMA 2

Numerele x, y, z sunt numere natural cu proprietatea ca x<y<z. Daca x, y, z sunt direct proportionale cu
trel numere naturale consecutive in cate moduri diferite poate fi scris numarul 180 sub forma x +y +z?

PROBLEMA 3

In triunghiul ABC se considera mediana [BB’], B’€[AC]si punctul E mijlocul medianei. Dreapta AE
intersecteaza pe [BC] in punctul D.

Calculati rtul 5D
a) Calculati raportu DC

b) Demonstrati ca DG || AB, unde G este centrul de greutate al triunghiului.
¢) Daca aria triunghiului BDE este de 20 cm” , calculati aria triunghiului ABC.

PROBLEMA 4

Linia mijlocie a AABC paralela cu latura BC intersecteaza cercul circumscris triunghiului in B si C’. Sa

~

se determine lungimea segmnetului B’C’ in functie de laturile AABC.

Timp de lucru 3 ore. Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.
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PROBLEMA 1

Se dau A ,B, C, D patru puncte necoplanare.

a) FieL € [AD], M € [BD]si N € [CD] astfel incat (LMN) } (ABC). Notand LM n AB = {P},
LN N AC = {Q} s1 MN n BC = {R} sa se arate ca punctele P, Q, R sunt coliniare.

b) Fie A’ , B’, C’ proiectiile lui D pe dreptele BC, AC respective AB.
S se arate ¢ C’A°+ A’B*+ B'C’=C’B*+ A’C’+ B’A”.

¢) Sa se arate ca proiectia lui D pe planul (ABC) este ortocentrul triunghiului ABC daca si numai daca
AB 1 CDsi BC L AD .

PROBLEMA 2

Sa se demonstreze ca:

10 11 2014 2015 1 deml =12
V1111 - /1212 V20152015 /20162016 10! 2016!’un en = S
PROBLEMA 3

Fie VABCD o piramida patrulatera regulata. Punctul M e mijlocul inaltimii [VO] a piramidei, punctul N e
mijlocul segmentului [BM] iar P € (A0) astfel incat AP=3PO si BM N VD = {R}.
a) Aratati ca BN _3 .
’ BR 8
b) Aratatati ca PN || (VDC).

PROBLEMA 4

Sa se demonstreze ca pentru orice numere reale pozitive a, b, c are loc inegalitatea

a b [ b+c a+c a+b 15
+—t—t—t—+ — >
b+c a+c a+b a b c 2

Tn ce conditii are loc egalitatea?

Timp de lucru 3 ore. Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.
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PROBLEMA 1

Fien e N'six;>2015,i=1,2, ..., n, astfel incét

Si-g
iy, 2015

Zxr. zi,/x‘. ~2015.
i=1

i=l

Sa se arate ca

PROBLEMA 2

Fie ABC un triunghi oarecare, AA,, BB, CC, bisectoarele interioare ale triunghiului, AA,, BB,, CC,
medianele triunghiului. Notdm cu Ga, Gp, Ge centrele de greutate ale triunghiurilor AAA,, BB B, CC,(Cs,
G’ centrul de greutate al triunghiului GAGpGe , G centrul de greutate al triunghiului ABC si G, centrul de
greutate al triunghiului A BC;. Sd se demonstreze

a) . = a(dp” —a )r, +b(4p” =b )y +c(dp” =c)r, . unde p _a+b+c ‘

’ 32p-a)2p-b)2p—c) 2
b) Punctele G, G si G, sunt coliniare.

PROBLEMA 3

Se considerd punctele M, N, P situate pe laturile (AB), (BC) respectiv (CA) ale triunghiului
echilateral ABC. Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) M, N, P sunt mijloacele laturilor (AB), (BC) respectiv (CA);
b) Triunghiurile AMP, BMN, CNP si MNP au acelasi perimetru.

PROBLEMA 4

Fieme N . Determinati numarul functiilor crescatoare f: {1, 2, 3,..., m} — {1, 2, 3, ... ,.m} cu
proprietatea

[fx)—fy) S| x—-y|.¥YX,yeE{L,2,3,...,m}.

Timp de lucru 3 ore. Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.
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PROBLEMA 1

Sa se determine functiile f: N* — N * care satisfac relatia

f*(n) L =1+f(n+1),oricarearﬁneN*.

A +T) . 1) 2

PROBLEMA 2

Se considera numerele complexe z,,z,si z;, distincte doud cate doud, cu proprictatea ca

‘z, —22‘ Zmaxﬂz] —23|,|22 —23‘}‘ Sa se arate ca ‘zl +z, —z3|£‘z1 +z, —22|+|z2 +z,—z,.

PROBLEMA 3

Fie numerele a,,a,,...d,,5>0 si functia f:R SR, f(x)=a +a) +..+al,,. Daci
/(2015)= £(~=2015)=2015 aratati ca f(x)=2015,Vx eR.

PROBLEMA 4

Fie z,z,,z; numere complexe cu proprietatea ca |z,|+|z,|+|z;|<]. S& se arate ca

3 3 3
z; +z, +z; =3z,z,z,| <1,

Timp de lucru 3 ore. Fiecare problema este notata de la 0 1a 7 puncte.
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CLASA a Xl-a

PROBLEMA 1

a) Sa se gaseasca doud matrice A, B € M, (R) cu proprietatea ca A’+B’= (g 3)

b) Sa se arate ca orice doua matrice A, B € M, (R) cu proprietatea de la punctul a) nu comuta.

PROBLEMA 2

Fie f: (0, ©v) —[0, %0) o functie derivabila cu proprietatea ca x f (x) — f(x) = 0, Vv x € (0, =).

Demonstrati cé functia f poate fi prelungita prin derivabilitate in punctul x = 0.

PROBLEMA 3
Fiea > 0 si f: [-a, a]| =R o functie derivabili de doui ori cu proprietatea ci

| f(x) | <1, V X € [-a, a]. Si se arate cd pentru oricare numere naturale p, q > 2 cu proprietatea ci

@0+ 'y > 1+ ()
existd un punct ¢ € (-a, a) astfel incat
p (fe)™ +q (@) £ (c)=0.

PROBLEMA 4

Sa se calculeze

H—»m Jg

Timp de lucru 3 ore. Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.
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PROBLEMA 1

: %2 g, i ; X7
Fie fiR > R, f(x) = {1 o 1-Detem'nnap functia F: R = R, F(x) = [ ,_, f(t)dt.

PROBLEMA 2
a b c

Determinati numérul matricelor A = (Q a d) din M3(Z,45) cu proprietatea ca A2015 = L.
0 0 a

PROBLEMA 3
Sa se determine functiile integrabile f: [0,1]— R cu proprietatea ca
x — 2015
Iy F®Odt = (f(x))?°1 + f(x),V xe [0,1] .
PROBLEMA 4
Fie (R, +,") un inel. Perechea (@, b) € R X R are proprietatea (P) daci singura solutie a ecuatiei

axa = bxb este x = 0. Sa se arate ca daca (a,b) are proprietatea (P) si a-b este inversabil, atunci ecuatia

axa — bxb = a + b are solutie unicd in R.

Timp de lucru 3 ore. Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.



