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Problema 1. Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu AB # AC, M mijlocul laturii
[BC], H ortocentrul triunghiului ABC', O; mijlocul lui [AH], iar O, centrul cercului
circumscris triunghiului BC'H. Demonstrati ca O AM O, este paralelogram.

Solutie. Cercul circumscris triunghiului este simetricul cercului circumscris triunghi-
ului ABC' fata de BC, prin urmare Oy este simetricul lui O fata de BC. Se stie ca
AO; = MO = MO, si, cum AO; || MO, rezulta concluzia.

Problema 2. Determinati cel mai mic numar natural n pentru care, oricum am
colora in rosu n dintre varfurile unui cub, exista un varf al cubului care are cele trei
varfuri alaturate rosii.

Solutie. Vom demonstra ca numarul cautat este 5.

Fie ABCDA'B’'C'D' un cub. Colorand in rosu cele 4 varfuri ale unei fete a cubului,
fie ele de exemplu A, B, C, D, nu exista niciun varf care sa aiba cele trei varfuri alaturate
rosii, deci n > 5.

Acum, pentru n = 5, oricum am colora n varfuri cu rogu, unul din planele (ABCD)
si (A’B'C'D’) va avea cel putin trei varfuri rogii. Putem presupune ca A, B, C' sunt rosii.
Daca gi D este rosu, atunci avem un singur varf rogu in planul (A’B'C'D’). Daca X’ este
varful rogu, cu X € {A, B,C, D}, atunci varful X are toti vecinii rosii.

Daca D nu este rogu, atunci ’in planul (A’B'C'D’) avem doua varfuri rosii. Daca B’
sau D’ este rogu, atunci B, respectiv D, are toti vecinii rosii. In caz contar, A" si ¢’ sunt
rosii si atunci B’ are toti vecinii rosii.

In concluzie, oricum am colora 5 dintre varfuri cu rosu, va exista cel putin un varf
care are toti vecinii rosii, deci minimul cautat este n = 5.
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Problema 3. Fie z,y, z > 0. Aratati ca + +
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Solutie. Cu inegalitatea mediilor avem z?y < %w, de unde rezulta ca
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si analoagele.

Sumand si notand 2% = a, y* = b, 2® = ¢, este suficient s& demonstram ca
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Problema 4. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia 21% + 4¥ = 22,

Solutie. Avem (z —2Y) (2 +2Y) = 21" gi, notand d = (z — 2Y, 2+ 2Y), rezulta ca
d|(z+29)—(z—2Y), decid | 2vT*. Intrucat d | 2+2¥ i 242 | 217, rezulti d | (2v11,217)
deci d = 1.

Ca urmare, avem de analizat doua cazuri: z — 2Y = 1 gi z + 2Y = 217, respectiv
z2—29=3"g1 242Y ="7T".

In primul caz obtinem 21% —1 = 2¢¥*!_ egalitate care nu poate avea loc, deoarece divide
5]21% —1gi 52yt

In al doilea caz avem 7% — 3% = 29+l pentru care se observa ca x = 0 nu convine, iar
x = 1 conduce la solutia (1,1,5) . Studiem in continuare cazul = > 2.

Daca x este impar putem scrie:
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contradictie, deoarece membrul drept este o suma unui numar impar de numere impare.
Pentru x par, x = 2s, s > 1, rezultd 49° — 9% = 2" egalitate care nu poate avea loc
deoarece 5 | 49° — 9°.

In concluzie, singura solutie este (1,1,5).

Problema 5. Se considera patrulaterul ABC'D cu diagonalele neperpendiculare si
laturile AB si C'D neparalele. Fie O punctul de intersectie a diagonalelor, H; ortocentrul
triunghiului AOB si Hy ortocentrul triunghiului COD. Se noteaza cu M mijlocul laturii
[AB] si cu N mijlocul laturii [C'D]. Aratati ca HyH; este paralela cu MN daca gi numai
daca AC = BD.

Solutie. Fie A’ gi B’ picioarele inaltimilor din A, respectiv din B in triunghiul AOB,
si C', D' picioarele inaltimilor din C, respectiv D in triunghiul COD.

Evident, A" si D" apartin cercului C; de diametru AD, iar B’ si C" apartin cercului Co
de diametru BC'.

Se observa ca triunghiurile H;AB si H;A’B’ sunt asemenea, de unde H1A - H1 A" =
H\B - HiB'. Atunci H; are aceeasi putere in raport cu cercurile C; si Co, deci Hy (si
analog, Hs) se afla pe axa radicala a celor doua cercuri.

Intrucat axa radicald este perpendiculara pe linia centrelor, rezulta ca H,H, este
perpendiculara pe dreapta P(Q, unde P si () sunt mijloacele laturilor AD, respectiv BC'
(P si @ sunt centrele cercurilor C; si Ca).

Conditia H1Hy || M N este echivalenta cu MN 1 PQ. Cum MPNQ este paralelo-
gram, avem:

H\H, | MN < MN L PQ < MPNQ este romb < MP = MQ < AC = BD.



