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CLASA a XII-a - Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie (R,+,-) un inel cu proprietatea ca, pentru orice element x € R, exista doua
elemente e; si e; din R, astfel incat e? = ey, €2 = es si = ejey. Aratati ci:

(a) 1 este singurul element inversabil al inelului R; si
(b) 2? = z, oricare ar fi z € R.

Solutie. (a) Fie z € U(R) si e1,e2 € I(R) = {e € R|e? = ¢}, cu z = ejey. Atunci

l-—er=(1—e) 1= (1—eeresr”' = (e1 —ef)ear™ =0,

2

deci e; =1 5i 2% = €3 = e5 = x. Cum z este inversabil, rezultd ci x = 1 si deci U(R) = {1}.

(b) R nu contine elemente nilpotente nenule, deoarece pentru orice nilpotent = € R, elementul
1 — z este inversabil (z¥ =0, deci (1 —2)(1+a2+---+2* 1) =1),decil —2 =1si 2 =0. 1 punct
Aratam ca I(R) C Z(R). Fie e € I(R) si € R oarecare. Atunci

<€ZE - 6[[‘6)2 = erer — erexre — ereexr + ereere = erexr — exrexr — exrexre + erere = 0,

deci ex = exe. Analog obtinem we = exe i deci ex = exe = ze, oricare ar fi e € I(R) si oricare ar fi

T R 2 puncte
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Fie x € Rgie,es € I(R), cu x = eey. Atunci 22 = (e169)? = €2e3 = ejey = 1.

Problema 2. Fie (K, +,-) un corp finit cu cel putin patru elemente. Aratati cd multimea K*
poate fi partitionata in doua submultimi nevide A si B, cu proprietatea ca

Zx:Hg/.

€A yeB

Solutie. Deoarece [ ], .. = —1, daca Asi B formeaza o partitie a lui K*, atunci (erA x) (erB x) =
—1, deci 4 =[], cpy dacd si numai daca

(=) (1)



Fie ¢ = |K|. Cum toate radacinile polinomului f = X% ! — 1 € K[X] sunt distincte si situate in
K™, rezulta ca orice divizor al lui f are aceeasi proprietate. ........... ... ... ... ..., 1 punct

Daca char K = 2, atunci 1 = —1 gi multimea A = {1} are proprietatea (*). ........... 1 punct

Fie acum char K > 2. Dacd ¢ = 1 (mod 4), atunci X*—1] X9 ' —1. Cum X?+1| X*—1, rezulta
cd X2+ 1] X971 — 1, deci existd a € K*, astfel incat a*> = —1. Multimea A = {a} are proprietatea
() e et 2 puncte

Daca ¢ # 1 (mod4), cum g — 1 este un numar par mai mare sau egal cu 6, rezulta ca ¢ — 1 are un
divizor impar ¢t > 1. Cum g = X" !+ X2 4+ ... + X + 1 divide f, polinomul g are toate radacinile
ai,as, . ..,a;_1 distincte si in K*. Deoarece ay+as+---+a;_1 = —1,iar a;-ag-----a;_1 = (—1)15_1 =1,
multimea A = {ay, as,...a; 1} are proprietatea (x).

Problema 3. Fie C multimea functiilor f: [0,1] — R, de doua ori derivabile pe [0, 1], care au cel
putin doua zerouri, nu neaparat distincte, in [0, 1] si |f”(x)| < 1, oricare ar fi x in [0, 1]. Determinati
valoarea maxima pe care o poate lua integrala

[ s

cand f parcurge multimea C, si functiile care realizeaza acest maximum.

(O functie derivabila f are doua zerouri intr-un acelasi punct a, daca f(a) = f'(a) = 0.)

Solutie. Daca exista a € [0, 1], astfel incat f(a) = f'(a) = 0, consideram z € [0,1], x # a.
Atunci f(z) = L(z — a)?f”(6), pentru un anumit 6 intre a si z. Deoarece |f”(t)| < 1, oricare ar fi ¢
in [0,1], rezultd ca |f(z)| < 3(xz — a)?, relatie evident adevératd si in = = a, deci

/0 !f(zv)!da:é%/o(:c—a)dezéu—:sau—a))g%.

Daca exista a < b, astfel incat f(a) = f(b) = 0, consideram z € [0,1] \ {a,b}, si functia
g: [0,1] = R, g(t) = (t —a)(t = b)f(x) — (z — a)(x — b)f(t). Aceasta functie este de doua ori
derivabila pe [0, 1] i are trei zerouri distincte, a, b si 2. Din teorema lui Rolle aplicata de doua ori,
rezultd c& ¢” are un zero 0 in intervalul deschis (0,1). Rezultd cd f(z) = 3(z — a)(z — b) f"(0), deci
|f(x)| < 3|z — al - |# — b, relatie evident adevaratd si pentru z = a i © = b. Atunci

1 a+b+ab+(b—a)3
6 4 2 6

Egalitatea are loc numai in primul caz, pentru ¢ = 0 sau a = 1. Din continuitatea functiilor din
C, rezulta ca functiile f, care realizeazd egalitatea, sunt cele pentru care |f(z)] = 2%/2, 0 <z < 1,
sau |f(x)| = (1 —2)?/2, 0 < 2 < 1. Deci functiile cerute sunt fi(z) = 2%/2, fo(z) = (1 — x)?/2 si
opusele lor.



Remarca. Functia g provine din urmatoarea interpolare Lagrange. Fie n un numar natural nenul,
fie ap < a1 < --- < a, puncte intr-un interval I C R si fie f o functie reala derivabila de n ori pe 1.

Atunci
1
(n —
f n§;faZHaz_a] ()

unde 6 este un punct interior al lui 1. In particular, daca f se anuleaza in n dintre a;-uri, e.g., in aq,
o Ak—1, k41, - - -, Ay, atunci

flar) = 5700 [T(as - )
' J#k

Pentru a demonstra (%), consideram functia reala g definita pe I,

g(@ ZfalHa_aj:f(x)_(Zf(ai)Ha‘ia)x”%—---.
o ‘ P

Aceasta functie este de n ori derivabila pe I si are n+ 1 zerouri distincte in I, anume, ag, ay, ..., ap.
Conform teoremei lui Rolle, ¢’ are n zerouri distincte in interiorul lui I, cate unul in fiecare dintre
intervalele deschise (a;,a;41), @ = 0,...,n — 1. Aplicand teorema lui Rolle derivatei ¢’, rezulta ca
g" are n — 1 zerouri disitncte in interiorul lui I si asa mai departe. In final, ¢ are un zero 6 in
interiorul lui 7, de unde concluzia.

Problema 4. Determinati functiile polinomiale neconstante f: [0,1] — R* cu coeficienti
rationali, care au urmatoarea proprietate: oricare ar fi z in intervalul [0,1], exista doua functii
polinomiale g,, h,: [0,1] — R, cu coeficienti rationali, astfel incat h,(z) # 0 si

(x)

Solutie. Deoarece intervalul inchis [0, 1] este nenumarabil i multimea functiilor polinomiale
cu coeficienti rationali este numarabila, exista o multime nenumarabila S C [0, 1] si douad functii
polinomiale coprime g, h: [0,1] — R, cu coeficienti rationali, astfel incat h(z) # 0 si

9(x)
_tdt h(z)

oricare ar fi @ TN S ..o 1 punct

Deoarece multimea punctelor izolate ale lui S este cel mult numarabild, rezulta ca exista o infinitate
de puncte in S, care sunt puncte de acumulare ale lui .S. In fiecare dintre aceste puncte, functiile
rationale 1/f si (g/h) = (¢'h — gh’)/h? sunt egale, deci

h*=f-(¢'h— gh') (%)



Intrucat deg f > 1, rezulta ca degg < degh. Daca degg = degh, atunci si restul impartirii lui
g la h verifica (%) gi este coprim cu h, deci putem presupune ca degg < degh si, prin urmare,
deg (¢’h — gh') = deg g + degh — 1.

Daca deg h > 2, cum g si h sunt coprime, orice radacina de ordin k a lui g’h — gh’ este radacina a
lui h, de ordin mai mare sau egal cu k 4+ 1. Deci degh > deg g + degh — 1 + d, unde d este numarul
de radacini distincte ale lui ¢’h — gh’. Prin urmare, d = 1, degg = 0, de unde, h = a(X — b)™,
unde a € Q*, b € Q\ [0,1], iar m este un numar natural mai mare sau egal cu 2. Rezulta ca
f=c(X —b)™" unde ¢ este un numar rational nenul.

Daci degh = 1, atunci degg = 0 i f = ¢(X — )2, unde b si ¢ sunt ca mai sus.

In concluzie, functiile cerute sunt cele de forma f(z) = c¢(z —b)", 0 < = < 1, unde ¢ € Q*,
be Q\J[0,1] si n este un numar natural mai mare sau egal cu 2, functii care indeplinesc in mod
evident conditia din enunt. .......... . 4 puncte



