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CLASA a XI-a - Solutii si bareme orientative

Problema 1. Sa se determine functiile derivabile f : R — R care verifica simultan conditiile:
i) f'(z) =0, pentru orice x € Z ;
ii) pentru x € R, daca f'(x) =0, atunci f(z) =0.

Solutie. Functia identic nula verifica conditiile din enunt. ............... ... ... .... 1 punct
Presupunem ca exista o functie derivabila f : R — R, neidentic nula, care satisface (¢) si (4).
Atunci f este continud pe R, cu f(z) = f(x) =0, V& €Z. ... 1 punct
Exista g € R\ Z astfel incat f(xg) #0. Fiek=[zo] €Z. . ... i, 1 punct

Conform Teoremei lui Weierstrass, f este marginita pe intervalul [k, k + 1] si exista z1, x9 € [k, k+1]
astfel ca

fla) < fla) < f(22), Voelkk+1]

Daca f (zg) > 0, atunci f (z2) > 0. Deci 25 € (k, k4 1) este un punct de maxim local pentru f,
de unde, conform Teoremei lui Fermat, f’ (z2) = 0. Atunci, conform (ii), f (xz9) = 0. Contradictie.
Daca f(x¢) <0, atunci f (z1) < 0. Dar x; € (k,k + 1) este un punct de minim local pentru f, deci
f'(x1) =0, de unde f (x1) = 0. Contradictie.

Deci functia identic nula este unica functie care satisface conditiile din enunt. ........... 2 puncte

Problema 2. Fie A € M;(C) o matrice cu tr(A) = 0 si cu proprietatea ca I — A este inversabila.
Sa se arate ca A5 # I,

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca A° = I5. Fie A € C o valoare proprie a matricei
A (o solutie a ecuatiei det (zI; — A) = 0). Cum A° este o valoare proprie a matricei A°, obtinem

D P 1 punct
Matricea I5 — A este inversabila, deci det (15 — A) # 0. In consecinta, valorile proprii ale matricei A
se gasesc in multimea {e,e?,% e*}, unde e = cos & +isin 2. ... 1 punct

Atunci, din conditia tr(A) = 0, deducem ca exista numerele naturale a,b, ¢ si d cu proprietatile

at+b+ct+d=5
ac+be? +ced+det =0

......... 2 puncte Din ultima relatie obtinem a + be + cg? + de® = 0. Rezultd ci e este o radacind
a polinomului cu coeficienti intregi, de grad cel mult 3, dX? + c¢X? + bX + a. Daca d # 0, atunci
polinomul are radacinile €, € C\ R gi a € R. Dar, din relatiile lui Viete, obtinem o = —a/d € Q si
a=—(c/d+2cos(2r/5)) € R\ Q. Contradictie. Decid=10. ........................... 2 puncte
In mod analog analog aratim ¢ = b = a = 0. Atunci a+b+c+d = 0, in contradictie cu a+b-+c+d = 5.
1 punct



Observatie. Argumentul din finalul demonstratiei se poate obtine g folosind proprietatea ca polino-
mul nenul de grad minim, cu coeficienti intregi, care are ca radacina pe ¢ este polinomul ciclotomic
X'+ X3+ X2+ X + 1.

Problema 3. Fie a > 0 si (2,,),>1 un sir de numere reale. Sa se arate ca daca sirul (%)nzl
este marginit, atunci girul (y,)n>1, definit prin y, = $ + 5% +--- + %%, este convergent pentru orice

b> a.

Solutie. Notam S,, = Y _,_, zx, n € N*. Conform ipotezei, exista ¢ > 0 astfel ca |S,| < en®, Vn €
P 1 punct

Pentru n,p € N*| avem:

n+p T n+p S S
k k— Pk-1
|yn+p_yn’: Zﬁ: ZT:
k=n+1 k=n+1
Sptp S, ALY 1 1
= - — - _I<
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< -+ Sl (= - ———) <
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< B e (-t
k=n+1 +_1)

Aplicand Teorema lui Lagrage functiei f(z) = 27, « > 0 pe [i,i + 1], unde «a, i > 0, obtinem
inegalitatea dubla

e R 1 punct
In particular, cum b, b — a > 0, avem
1 1 b b—a 1 1
— = < i < - VkeN, k> 2.
[ A S R e R S U ( M Uy €, k2
Atunci
= 1 <X bk b <X b-a
Sk SN b boa
kb k + 1) k:b-i—l b —a kb a+1
k=n+1 k=n+1 k=n+1
O 1 1 b 1 1 b
< Z ( b—a b > - ( b—a b ) < b—a
b—a = (k —1)b—a  fb-a b—a \nt* (n+p)-e (b—a)nb—e
Rezulta

b\ 1 )
|yn+p_yn|<c<2+b_a) Wa vnapeN .



......................................................................................... 2 puncte

Ca urmare, din lim n~®¢=% =0, deducem c4 sirul (Un),>; este fundamental, deci convergent. ....1
n—oo -

punct

Problema 4. Matricele A € M,,,,(C),B € M, ,,(C), unde m > n > 2, au proprietatea ca
exista k € N* si ag, aq,...,a, € C astfel incat

ak(AB)k + Clk;—l(AB)k_l +--+ al(AB) + aOIm = Oma
iar

ak(BA)k + ak_l(BA)k_l + -+ a1(BA) + apl, # O,.
Demonstrati ca ag = 0.

Solutie. Presupunem ca ag # 0. Scriind egalitatea din ipoteza sub forma

AB (—%(AB)k-l Bl Ay L @[m) — 1,
Qo Qo Qo
deducem ca AB este inversabila, deci rang(AB) =m >mn. ... 2 puncte

Pe de alta parte, din inegalitatea rangurilor,
m = rang(AB) < min {rangA, rangB} < n.

Asadar m = n, iar A, B §i BA sunt matrice patratice inversabile. ....................... 2 puncte
Inmultind egalitatea

ak(AB)]C +ap_ 1 (AR 4 4 a1(AB) + aol,, = O,
la stanga cu B si la dreapta cu A obtinem
ap(BA)*™ 4 a1 (BA)® + - 4+ ag(BA) = O,.
Prin inmultire (la stinga sau la dreapta) cu (BA)™! rezulta

ak(BA)k + ak,l(BA)kfl 4+ -+ Clo[n = On,

ceea Ce CONETAZICE IPOTEZA. .. ...ttt e e e e e e 2 puncte
Aceasta contradictie provine din faptul ca am presupus ag # 0. Deci ag = 0, ceea ce trebuia
AemOnStTat. ..o 1 punct



