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CLASA a X-a - Solutii si bareme orientative

Problema 1. Sa se gaseasca tripletele (a, b, ¢) de numere complexe nenule avand acelagi modul,
care verifica egalitatea

a

b
+o4Sy1=0.
b ¢ «a

Solutie. Sa observam ca (%) = g, deci prin conjugare, relatia data devine

b
Srt+iii=o
a b ¢
.............................................................................................. (2 p)
Eliminand numitorii si insumand relatiile, obtinem
a’b + b*c + ?a + ab® + bc? + ca® + 2abe = 0,
.............................................................................................. (2 p)
sau, echivalent,
(a+b)(b+c)(c+a)=0,
.............................................................................................. (2 p)

agsadar doua dintre cele trei numere sunt opuse. Daca avem, de exemplu, a + b = 0, din relatia
initiala deducem ¢ = a sau ¢ = b, deci tripletele cautate sunt (a,a, —a), cu a € C* (si permutarile).
(1p)

Problema 2. Se considera un numar natural £ > 1, numerele prime distincte pi, po, ..., pp si
n = p1ps ... pg. Pentru o functie

fAL2,...,n} = {1,2,... ) n},

notam p (f) = f (1) f(2)... f (n).
a) Sa se determine numarul functiilor f cu proprietatea ca p (f) divide n.
b) Pentru n = 6, sa se afle numarul functiilor f pentru care p (f) divide 36.

Solutie. a) Daca p (f) divide n, atunci p (f) = p{'p3*...pe*, unde a; € {0,1}. Deducem c& un
factor prim p; fie nu divide p (f), fie apare in descompunerea in factori primi a exact unuia dintre
numerele f (1), f(2),..., f(n). Astfel, pentru p; avem n + 1 posibilitati de alegere. Rezulta ca
numérul de functii cu proprietatea cerutd este (n+ 1) ... (4 p)



b) Daca p(f) divide 36, atunci p (f) = 223°, unde a,b € {0,1,2}. Sunt 1 + C2 + 2C} astfel de
functii pentru b = 0, Cg (1 + Cg + C§ + CF) functii pentru b = 1, si CF (1 + Cg + Cy + C§) functii
pentru b = 2. In total obtinem 580 de functii. ......... ... ... ... (3 p)

Problema 3. Sa se determine functiile f, g : Q — Q care verifica conditiile:

pentru orice x,y € Q.

Solutie. Daca g (y1) = g (y2), din prima relatie obtinem y; = y», deci g este injectiva. Analog,

Jeste INJECtIVA. .o (1p)
Pentru y = 0, prima relatie devine f (g (z) + ¢ (0)) = f (g (x)), deci g (z)+¢(0) = g (z), de unde
g (0) =0; analog, f(0) = 0. ...ttt (1p)
Inlocuind 2 = 0 in cele doud relatii, obtinem f (g (y)) = g (f (y)) = v, pentru orice y, agadar f si
g sunt bijective sl g = F ol oo (1 p)

Relatiile initiale devin

flg@)+gW)=2+y
g(f (@) + fy) =2+y,

pentru orice x,y € Q, de unde, aplicand g, respectiv f,

g@+y)=g@) +9(),
flety)=f@)+f),
pentru orice I,y € Q. ... o (1 p)
Notand a = f (1), b =g (1), se arata usgor ca f (z) = ax, g (x) = bz, pentru orice x € Q. .. (1 p)
Cum g = f~1, obtinem ab = 1.
In concluzie, functiile cautate sunt de forma

UNde @ € Qo (1 p)
care verifica evident conditiile din ipoteza. ............o i (1p)

Problema 4. Fie A o multime finita de numere reale. Consideram multimile
S={z+yl|lryc A}, D={x—y|z,ycA}.

Sa se arate ca
card (A) - card (D) < (card (5))>.

Solutie. Vom defini o functie injectiva f: AX D — S X S.. oo (1 p)
Definim, pentrua € Agid € D

f(a,d) = (a+zq,a+yq),
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unde z4,yq € A sunt alese astfel ca z4 — y; = d i x4 sa fie maxim posibil. Evident, pentru d dat, x4
S1 Yg eXISTA 1 SUNE UMICE. . . ..ottt e e ettt e e e (3 p)
Daca f (a,d) = f (', d’), atunci obtinem

a+xg=ad +zg,

a+ya=a +ya,

de unde
Ld = Yd = Tar — Yd's
decid=d' g1 atunci §1 @ = /. ... oo (2 p)
Deducem ca f este injectiva, deci card(A x D) < card(S x S), de unde card(A) -card(D) <
(CATA () - et (1p)



