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CLASA a IX-a - solutii si bareme orientative

Problema 1. Aratati ca nu putem alege 45 de elemente distincte ale multimii {\/T . V2, V3,
.. ,V/2015}, astfel incat numerele selectate sa fie in progresie aritmetica.

Solutie. Daca m,n,p € N* i v/m,+/n,/p sunt trei numere in progresie aritmetica, atunci p + m +
2,/pm = 4n, deci \/pm este rational. Rezulta m = a’d, p = c*d, n = 2b%d, cu a,b,c,d € Nsi a+c= 204p

Astfel, daca am putea alege 45 de numere in progresie aritmetica, atunci ele ar fi de forma

aVd, aaVd, ... aiVd, cu ai,as, ..., as5.d € N* g aj, as, ..., a4 in progresie aritmetica ............ 2p
In acest caz, cel mai mare numar ales ar fi cel putin v452d > /2025 — contradictie .............. 1p

Problema 2. O functie f de gradul al doilea are proprietatea: pentru orice interval I de lungime 1,
intervalul f(I) are lungimea cel putin 1.

Aratati ca, pentru orice interval J de lungime 2, intervalul f(.J) are lungimea cel putin 4.

Solutie. Daca f(x) = ax® + bx + ¢ si v este abscisa varfului parabolei atunci, pentru intervalul I =

[v—1/2,v+1/2], intervalul f(I) are lungimea %, decifa| >4 ... 3p
Pentru un interval J de lungime 2 exista x,y € J astfel Incat z —y=1siv ¢ (y,x)............... 2p
Avem |f(z) — f(y)] = la(z —y)( +y + 2)| > 4|z + y — 2v] > 4, deci intervalul f(.J) contine doua

puncte la distanta cel putin 4, de unde concluzia........ ... ... i 2p

Problema 3. Punctul P este in interiorul triunghiului ABC, iar dreptele AP, BP, C'P taie laturile
BC, AC, AB in A, By, respectiv . Se stie ca

s(PBA) + s(PCBy) + s(PACY) — %s(ABC),

unde cu s(XY Z) s-a notat aria triunghiului XY Z. Aratati ca P se afla pe o mediana a triunghiului ABC.
S(PBA1> . PAl . S(BPC)

= o o 2

s(ABA,) ~ AA, _ s(BAC) p
s(PBA Sa .
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$p)(8p — S¢)(Se — 84) = 0. Rezulta s, = s, sau s, = s, sau s, = .., de unde concluzia ................. 3p

Problema 4. Fie a, b, c,d > 0 numere reale astfel incat a + b+ c+d = 1. Aratati ca

\/a+<b_c>2+(c_d>2+(d_b)2+\@+\/E+\/ZZ§2.

Solutie. Avem

Notand s(BPC) = s, si analoagele, rezulta

Ipoteza devine , ceea ce se reduce dupa calcule la s(s, —

6 6 6
Solutie. Observam ci (b— ¢)? < 2(v/b — /¢)?, ceea ce rezulta din relatia (Vb4 /)2 = b+ ¢+ 2vbe <
D26 < 2 o 3p
Astfel a+ 3 9 < a4 LS (Vo= /)2 = 1= L0 VB)2 o 1p
Pentru a proba inegalitatea, este suficient ca S + /1 — S%/3 <2 unde S =) Voo 1p
Cum S < 2, aceasta este echivalent cu 1 —5%/3 <4 —4S+ 8% ... . 1p

Aceasta este totuna cu (25 —3)2 > 0 — evident . .. ......oii i 1p



