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CLASA a VIII-a - Solutii si bareme orientative

Problema 1. Aratati ca pentru orice numere reale a,b,c > 0 cu a + b+ ¢ = 3 are loc inegalitatea:

b2 2 2 2 2 b?
2 (ab+ bc + ca) — 3abc > ay/ —;C +b c—;—a +c a—2|— )

b+c b? + 2

Solutie. Folosind eventual faptul ca 5 < 5 Se arata ca:

b2 2 b2 2 20
\/ —2Fc < biz :b—l—c—b+CC§ianaloagele ................................................. 3p
Atunci

b2 2 2 2 2 62 1 1 1
ay/ e +b\/a e —1—0\/@ i < 2(ab+ bc + ca) — 2abe + +
2 2 2 a+b b+c c+a

..................................................................................................... 2p
Inegalitatea din enunt se obtine observand ca
1 1 1 >(1+1+1)273
a+b b+ec c+a 2(a+b+tc) 2
..................................................................................................... 2p

Problema 2. Fie ABCA’B'C’ un trunchi de piramida triunghiulara. Se considera punctele D €
(AA"), E € (BB') si F € (CC") astfel incat planele (AEF) si (DB'C") sa fie paralele. Demonstrati ca
planele (A'E'F) si (DBC') sunt paralele.

14 Solutie.
Notam cu V varful piramidei din care provine trunchiul.

Paralelismul planelor (AEF) si (DB'C’) conduce la EF' || B'C" si
DB | AE. oo 2p

Cu teorema lui Thales, din DB’ || AE si A’B" || AB, rezulta:

VD VB . VA VDB
VA = VE’ respectiv VA = VR
impértind cele doua egalitati de mai sus, obtinem = E, de
y l l VA VE
unde A'E || DB oo 4p

Din EF || B'C" || BC st A'E || DB rezulta (A'EF) || (DBC) . 1p




Problema 3. Se noteaza cu p (a) prima cifra a numarului natural a. Aratati ca fiecare dintre multimile
A={neN|p(E) —p@) >0} s B={neN|p(") -p") <0}

contine o infinitate de elemente.

Solutie. Pentru orice k € N* existd n, € N* astfel incat 2™ < 10% < 2™+ deoarece 10% < 2% i

nk, + 1 este cel mai mic element din mulgimea {m € N*[10F < 2™} ... ... ... . ... ... .. 2p
Din 2™ < 10* < 2™*1 inmultind prima inegalitate cu 2, rezulta 10* < 2™F1 < 2.10% (1), deci
D) = L 1p

Inmultind inegalitatile (1) cu 5™*!, obtinem 10% - 5™+ < 10%+! < 2. 10% . 5+ de unde impértind
prima inegalitate cu 10* si a doua cu 2 - 10%, obtinem 5 - 10"~ < 57 F1 < 10m=*+1 deci p(5™ 1) > 5 >

D2 ) 1p
Din 2™ < 10* < 2™*! impartind a doua inegalitate cu 2, rezulta rezulta 5 - 10*~1 < 2™ < 10% (2),
T 7 T 1p

Inmultind inegalititile (2) cu 5™, obtinem 10¥~' . 5™+ < 107 < 10% - 5™ de unde impértind prima
inegalitate cu 5 - 10*~! si a doua cu 10*, obtinem 10™~% < 5% < 2. 10" % deci p(5™) =1 < p(2™). 1 p

Multimea {ny|k € N*} are o infinitate de elemente deoarece
2m < 10% < 21 < 2.10F < 5-10% < 2™+1 deci ny < ngyq. Cum {ngxlk € N*} C Asi{n+1]k € N*} C B,
multimile A i B au o infinitate de elemente........ ... . . . 1p

Problema 4. Intr-un tetraedru regulat ABCD se construiesc plane paralele la fetele tetraedrului,
astfel incat fiecare muchie este impartita in 6 segmente congruente. Aceste plane determina pe fetele,
muchiile gi in interiorul tetraedrului o multime de 80 de puncte de intersectie, notata V.

Determinati numarul maxim de elemente ale unei submultimi W a multimii VU {A, B,C, D} care are
proprietatea:

oricare trei puncte distincte din W sunt necoliniare, iar planul determinat de acestea nu este paralel
cu niciuna dintre fetele tetraedrului ABC'D.

Solutie. Putem presupune ca lungimea inaltimii tetraedrului ABC'D este egala cu 6.

Fie k numarul maxim de elemente al multimii W si My, M, ...., M}, elementele lui W. Pentru fiecare i €
{1,2, ..., k} notam cu a;, b;, ¢;, respectiv d; distantele de la punctul M; la planele (BCD), (ACD), (ABD)
si respectiv (ABC); atunci a;, by, ¢, d; € {0, 1,26} . oo 1p

Deoarece suma distantelor de la un punct interior la fetele unui tetraedru regulat este egala cu inaltimea
tetraedrului, rezulta ca a; +b; + ¢+ d; = 6. oo 1p

Notand T'= (a; + ag + ... +ag) + (by + bo + ... + b)) + (c1 + o + ... + ) + (d1 + do + ... + di), rezulta
T = 6k.

Pentru k par, k = 2s, avem a; +as + ... +ap > 2-0+2-1+ ... +2-(s—1) = s> — s. Obtinem
T =125 > 45? — 45, deci s < 4 si k < 8.

Pentru k impar, k = 2s + 1, avem a; +as + ... +a, >2-0+2-1+ ... +2- (s — 1) + s = s2. Obtinem
T =125+6>45% deci s < 381 k < 7. oo 3p

Ramane sa construim un exemplu de multime cu 8 elemente. Folosind scrierea (a;, b;, ¢;, d;) in loc
de punctul M;, un exemplu este multimea W formata din elementele (0,1,2,3), (1,0,2,3), (0,1,3,2),
(1,0,3,2), (2,3,0,1), (2,3,1,0), (3,2,1,0) §1 (3,2,0, 1) . «ovririniii e 2 p



