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CLASA a V-a - Solutii si bareme orientative

Problema 1. Patru familii prietene au fiecare cate doi copii si toti copiii s-au nascut dupa anul
1989. Anul nagterii mezinilor este acelagi, avand suma cifrelor egala cu produsul cifrelor nenule.
Diferenta de varsta dintre fratii aceleiasi familii este un numar natural de ani exprimat printr-un
patrat perfect nenul. Aflati anul nasterii fratilor cei mari din fiecare familie, stiind ca acestia nu pot
avea varste egale.

Solutie. Ardtiam ci anul nasterii mezinilor nu poate fi de forma 199a. Presupunand ci anul
nasterii are forma 199a trebuie ca 1 +9+94+a =1-9-9-qa, adica 19+ a = 81 - a; relatie imposibila
in conditiile in care a este cifr. Prin urmare anul nasterii mezinilor are una dintre formele 200a sau
201a

Daca are forma 200a, din conditia 2 + a = 2 - a deducem a = 2, iar dacd are forma 201a, din
conditia2+1+a=2-1-a,deducem a =3 .. ... . 2p

Cazurile 1990, 2000 gi 2010 DU CONVITL. « .\ttt ettt e ettt 1p

Diferenta de varsta dintre frati este aceeasi cu diferenta dintre anii nasgterii fiecaruia Pentru 2002
aceste diferente sunt: 2002 — z, 2002 — y, 2002 — z, 2002 — ¢, in care x, y, z, t sunt anii de nastere
ai fratilor mai mari.

Diferentele trebuie sa fie egale cu 1, 4, 9, respectiv 16. Presupunand x > 16 obtinem 2002 — x <
1986. Dar toti copiii sunt nascuti dupa anul 1989, prin urmare acest caz nu este posibil......... 2p

Pentru 2013 aceste diferente sunt: 2013 — z, 2013 — y, 2013 — 2, 2013 — ¢, in care z, ¥y, 2, t sunt
anii de nagtere ai fratilor mai mari.

Diferentele trebuie sa fie egale cu 1, 4, 9, 16. Presupunand x > 25 obtinem 2013 — x < 1988, dar
toti copiii sunt nascuj dupa anul 1989.

Asadar putem avea 2013 —z =1, 2013 —y =4, 2013 — 2 =9, 2013 — ¢t = 16, de unde x = 2012,
y=2000, 2 = 2004, t = 1007 ..o 2p

Problema 2. Determinati cel mai mic numar natural care are exact 2015 divizori.

Solutie. Daca un numar natural se descompune in pi* - p5? - ... - p%, unde p;, ps, ... p, sunt
numere prime diferite, atunci numarul divizorilor sai naturali este egal cu (a; +1)(az + 1)...(a, +1).
Cum 2015 =1-2015=5-403 = 13-155 =31-65 =513 - 31 rezulta ca numarul cautat are una
dintre formele a = 22014 p = 2402.3% ¢ = 2154.312 g — 264.330 gayy ¢ = 230.3'2. 5% deoarece pentru a
obtine numere cat mai mici trebuie ca exponentii cei mai mari sa corespunda celor mai mici numere
103050 P 4p
Avem a > e deoarece din 22014 > 230.312. 54 obtinem 298 > 312. 5% care este evident adevarata.
Avem b > e deoarece din 2402 . 3% > 230.312. 5% obtinem 237 > 3%.5% care este evident adeviarata.
Avem ¢ > e deoarece din 2174 - 312 > 239 . 312. 54 obtinem 224 > 5% care este evident adevarata.
Avem d > e deoarece din 264- 330 > 230.312. 5% gbtinem 234318 > 5% care este evident adevirata

............................................................................................ 2p



Prin urmare, cel mai mic numar natural cu exact 2015 divizori este 239 - 312.5% .. .. ... ... 1p

Problema 3. Se spune cd numarul natural n > 2 este norocos dacd numarul n? se poate scrie
ca suma a n numere naturale nenule consecutive. Sa se arate ca:

a) numarul 7 este norocos;

b) numarul 10 nu este norocos;

c¢) produsul oricaror doud numere norocoase este un numar norocos.

Solutie. a) Trebuie gasite 7 numere consecutive, a, a+1, a+2, a+3, a+4, a+5, a+ 6 astfel
incat ?=a+a+1+a+2+a+3+a+4+a+5+a+6. Obtinem 49 = 7a + 21, de unde a = 4.
Asadar > =4 +5+6+T7+8+ 9+ 10, deci 7 eSte NOTOCOS ... vvee e 1p

b) Trebuie gasite 10 numere consecutive, a, a+1, a+2, a+3, a+4, a+5, a+6, a+7, a+8, a+9
astfel incat 102 =a+a+1+a+2+a+3+a+4+a+5+a+6+a+7+a+8+a+9. Obtinem
100 = 10a + 45, de unde 10a = 55, care nu are solutie numar natural. Prin urmare 10 nu este
010} (0 167 - P 1p

c) Vom arata ca un numar este norocos daca si numai daca este numar impar.

Demonstram c& orice numar norocos este numéar impar. Fie m un numar norocos, atunci m? =
(a+1)+(a+2)+(a+3)+...+(a+m), unde a este numar natural. Obtinem m? = m-a+(1+2+3+...+m)

. 1
w. Din ultima relatie rezulta 2-m? = 2-m-a+m?+msau 2-m = 2-a+m+1,

saum? = m-a+
de unde m = 2 -a + 1, adica m este NUMAT TMPAT. .. ...ttt i 2p

Demonstram ca orice numar impar este norocos. Trebuie aratat ca exista un x numar natural
astfel incat m? = (x + 1) + (z + 2) + (z + 3) + ... + (x + m), pentru orice m = 2 -k + 1, k numér
natural. Ultima relatie conduce lam =22+ 1. Inlocuind m cu 2-k+1 obtinem 2-k4+1=2-2+1,
de unde x = k. Deducem asadar, ca orice numar impar este Norocos. .......................... 2p

Revenim la problema. Daca p si ¢ sunt numere norocoase, atunci p si ¢ sunt numere impare. Cum
produsul a doua numere impare este un numar impar obtinem p - ¢ este numar impar, prin urmare
ESEE TMOTOCOS. ..ttt t ettt e e et e e e e e 1p

Problema 4. Pe tabla sunt scrise, unul dupa altul, opt numere egale cu 0. Numim operafie
modificarea a patru dintre cele opt numere, astfel: doua numere se maresc cu 3, un numar se mareste
cu 2, iar cel de al patrulea numar se mareste cu 1.

a) Care este numarul minim de operatii pe care trebuie sa le efectuam pentru a obtine pe tabla
opt numere naturale consecutive.

b) Este posibil ca, dupa un numar de operatii, toate numerele scrise pe tabla sa fie egale cu 20157

¢) Este posibil ca, in urma unei succesiuni de operatii, produsul numerelor de pe tabla sa fie 21457

Solutie.

a) La fiecare operatie suma numerelor se mareste cu 9. Asta Inseamna ca dupa k operatii suma
numerelor aflate pe tabla va fi 9 - k. Suma celor mai mici opt numere naturale consecutive este
04+1424...47=28, care nu se divide cu 9, iar 1 +2+4+3+...4+8 = 36. Cum 9-4 = 36, deducem ca
numarul minim de operatii pentru obtinerea a opt numere consecutive este 4. Iata mai jos o astfel
de posibilitate:



Initial 0(0]0[0]0[0[0]O
Operatia 1 | 1 | 2 313
Operatia 2 211 313
Operatia 3 31312
Operatia 3 1131213

Total 11213/4(5]6]7|8

b) Asa cum am observat la punctul a), dupa k operatii, suma celor 8 numere este 9 - k. Pre-
supunand ca dupa un numar de operatii toate cele 8 numere sunt egale cu 2015, atunci suma lor este
8 - 2015. Cum 8 - 2015 nu se divide cu 9, deducem ca nu este posibil ca dupa un numar de operatii
toate numerele scrise pe tabla sa fie egale cu 2015 ... . . 2p

c) Avem 2145 = 3-5-11-13. Daca numerele de pe tabla sunt 3, 5, 11, 13, 1, 1, |1, 1, atunci
3+54+11+13+1+ 141+ 1= 36, ceea ce inseamna ca sunt necesare 4 operatii pentru a ajunge
la aceste opt numere. Cum, din 4 operatii nu putem obtine 13 deducem ca aceasta varianta nu este
posibila.

Pe tabla nu putem avea 6 sau mai mult numere egale cu 1, deoarece la orice alegere trei dintre
numere sunt mai mari decat 1. Daca pe tabla sunt 5 numere egale cu 1, inseamna ca s-au efectuat 5
operatii. Rezultacaa+b+c+1+1+1+4+1+1 =45, unde a este produsul a doua dintre numerele
3, 5, 11 sau 13, iar b si ¢ sunt cele doua numere ramase. In niciuna dintre situatii suma a + b+ ¢ nu
este 40. Prin urmare nici aceasta varianta nu este posibila. In concluzie nu este posibil ca in urma
unei succesiuni de operatii produsul numerelor de pe tabla sa fie 2145 ................... ... ... 3p



