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CLASA a VI-a - Solutii si bareme orientative

Problema 1. Determinati numerele naturale care au proprietatea ca admit exact 8 divizori
pozitivi, dintre care trei sunt numere prime de forma a, bc si ¢b si a + bc + cb este patrat perfect,
unde a, b si ¢ sunt cifre cu b < c.

Solutie. Notam cu z un numar cu proprietatile din enunt. x are exact 8 divizori, a, bc si cb trei
divizori numere prime, rezulta ca x se divide cu y = a - bc - ¢b, iar y are exact 8 divizori, deci x =y
3p

Numerele be si cb sunt numere prime distincte, deci be € {13,17,37,79} e R 1p
Din conditia ca a + bc + cb este patrat perfect si a prim, rezulta a = 5, be = 13 si ¢b = 31, deci
= 200D o 3p

Problema 2. a) Determinati numerele naturale a pentru care

1< 1 n 1 n 1 <1
4 " a+1 a+2 a+3 3

b) Demonstrati ca pentru orice numar natural p > 2 exista p numere naturale consecutive
ai, as, ... ,a, astfel incat

1 1 1 1 1
< — <o
p+1 ap  as a, p
1 1 1 3 3 1 1
Solutie. Daca S = tunci < S< i - < S< -
oul’gle a) Daca 3 a_'i1+a+2+a+3,aunc:1a+3 CH_1§1cum4 1
Ita - < i < —.
ey S 1Y a3 T3
Rezulta ca 6 < a < 11, deci a € {7,8,9, 10} ... oot 2p

1 1 1 121 1
entru a rezulta 3 + 91—1— 101 3601> 3

1 3 3 1
Pent =38 faS=-+—+—jar- < ——<85<-=—-.
entru a rezulta 9—|—101+ 111, 1ar 41 113 93 31
Pentru a = 8 S = — + — + —, jar -~ = — 2o
entru a = 9 rezulta S 10+11+1271ar4 12<S<10<3
Pent 10 Ita S 1-1—1—1-1<3 1'5 1+24>1-|—24 !
entrua=10rezuta S= —+ —+ — < —=—-giS=—+—> — + — = _.
. 11 12 13 9 35 12 143 " 12 144 4
Solutiile sunt @ =8,a =981 @ =10 ... .. 2p
1 1 1
b) Pentru a; = p?* + 1, aa = p* +2, ..., a, =p* +p,avem S = —+ — + -+ — =
a;  ap a, p*+1
1 1 1 1 1 D p

+ -+ i cum > > ... > ——— rezulta ca < S < )
P2+ 2 ]92+10§ pr+1" p2+2 P2 +p P2+ p p?+1




p o
< =, rezulta
pP+1 " p? p+1

Problema 3. Aratati ca daca x, y si n sunt numere naturale astfel incat
-1 -1
n = = s
2 3

Deoarece

atunci
a) n=y? — %
b) n este multiplu de 20.

Solutie. a) Din enunt rezultd 2® = 2n + 1 §i y? = 3n + 1, de unde se obtine cd y> — 2> =n.1 p

b) Cum z? = 2n + 1, = este numar impar, deci > = M, + 1, de unde se obtine c& n este par.
Atunci y? = 3n + 1 este numar impar, deci y este iImpar. ................ i 2p
Intrucat  si y sunt impare, rezultd u(z?), u(y?) € {1,5,9}. Din 2% = 2n 4 1 rezultd u(n) €
{0,2,4,5,7,9}, iar din y* = 3n + 1 rezultd u(n) € {0,6,8}. Ca urmare, u(n) = 0, de unde 5|n. .2 p
Deoarece x si y sunt impare, rezultd c& 2% = My + 1 si y? = My + 1, deci n = y*> — 2% = M. Din
5ln, 4in si (4,5) = 1 rezultd ¢ 20|70 .. oot 2p

4
Problema 4. Se considera un triunghi ABC' in care m(xBAC) = 3 -m(XABC) < 90°. Fie (AE

1
bisectoarea unghiului BAC, cu E € (BC) si punctul F' € (AFE astfel incat m(xABF') = 5m(<IBAC)

si [AF] = [AC]. Determinati masura unghiului BC'F.
Solutie

Notam m(xBAC) = 4z. Rezulta ca m(XABC) = 3z, m(xBAF) = m(CAF) = m(<ABF) =
20 SEM(ACBE) = T oo 1p
Construim mediatoarea F'D a laturii [AB] in triunghiul isoscel ABF, cu D € (AB) si notam
{M} = FD N BC. Rezulta ca [AM]| = [BM], deci m(XBAM) = m(XABM) = 3z, de unde

m(SFAM) = m(<MAC) = x, deci AM este bisectoare in triunghiul isoscel CAF. ............ 2p
AM este mediatoarea segmentului [F'C], rezulta ca m(SMCFEF) =m(SMFC).............. 1p
Cum m(xAFC) =90° —x si m(xAFD) = 90° — 2z, rezulta ca m(xCFM) = 180° — (90° — x) —
(90° — 2) = B e ettt 1p
Pe de alta parte m(xFCM) = 180° —m(<xABC) —m(<BAC) —m(xACF) = 180° — 7x — (90° —
E) =000 — B ettt 1p
Deci 3z = 90° — 62 = = = 10°, de unde m(<xBCF) =30% ... ... oo 1p



