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CLASA a IX-a
Solutii

Problema 1. Se considera paralelogramul ABC D, ale carui diagonale se
intersecteaza in O. Bisectoarele unghiurilor DAC' si DBC' se intersecteaza in
— ==

T. Se gtie ca TD + TC = TO. Determinati masurile unghiurilor triunghiului
ABT.

Solutie.

Din ipoteza rezulta ca DOCT este paralelogram........................ 2p

Din AO || DT deducem /DTA = ZOAT = /DAT, deci DA=DT..... 2p

Astfel DA = DT = OC}; analog BC = CT = OD, de unde BD = AC. Ast-
fel ABCD este dreptunghi, AOT D este romb, triunghiul AOD este echilateral
si triunghiul ABT este echilateral, deci are unghiurile de 60°............... 3p

Problema 2. Determinati numerele reale a si b pentru care egalitatea

[ax + by] + [bx + ay] = (a + b)[z + y]

este adevéarata oricare ar fi numerele reale = si y (unde [¢t] desemneazd partea
intreagd a numarului real ¢).

Solutie.
Pentru y = —z §i d = a — b obtinem [dz] + [-dz] =0,Vz € R (¥*) ....... 1p
Daci d # 0, atunci (*) este falsd pentru 2 = 1/(2d), decid =0......... 2p
Apoi, pentru « 4+ y = 1 avem 2[a] = 2a, deci a este intreg .............. 1p
Daca a = 0 relatia se verifica, deci o solutieestea =b=0.............. 1p
Daci a # 0, in relatia 2a[z + y] = 2[a(z + y)] < 2a(z +y) ludm z+y = 1/2
siobtinem a > 0,deci @ > 1 ... .o 1p
Pentru = +y = 1/a obtinem 1 = a[1/a], ceea ce conduce la a = b = 1, care
este cea de-a doua solutie....... ..o 1p

Problema 3. Fie m si n numere naturale, cu m > 2 si n > 3. Demonstrati
ca exista m numere naturale nenule distincte a1, as, as, ..., am,, toate divizibile
cun — 1, astfel incat
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Solutia 1.
Daci (an)n>1 este o progresie geometricd avand ratia ¢ = n — 1, atunci
11 11 1/q-(—1)P~11
— ()Pt = = far+1/g-(21) /a”,VpeN* ....... 3p
ay as Gp 1+ 1/(]
Relatia precedenta se scrie
1 1 1 n—1 —1)p-t
— —— 4.+ ()P = = +( SRR 2p
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Pentru a; =n — 1, m = p+ 1 si ap, = na, obtinem numerele cerute ....2p

Solutia 2.
Demonstram prin inductie dupad m ....... ... i 1p
1 1 1
Pentru m = 2 concluzia se verifica: — = e 2p
n n—-1 n(n-1)
1 1 1 1
Astfel, — = —— | — — — ], cu by < by — 1. Apoi, daca
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cul <b <...< by, numere intregi §i by—1 < by, — 1, atunci punem b}, = b;,
i=1,m—1, b’ =bm — 1, b4 1 = by (bm — 1) si obtinem
1— ! S +(-1)m! ! + (=™ !
no (n— 1)17’ (n—1by (n—1)by, (n—=1)b 4y
cul<by <...<by, <b,,  numere intregi si 0], <0y, ;1 —1 ............. 4p

Problema 4. Determinati toate functiile f : N* — N* care verifica relatia

d(x, f(y)) - m(f(x),y) = d(xz,y) - m(f(2), f(y)), oricare ar fi z,y € N,

unde d(a,b) si m(a,b) desemneazi cel mai mare divizor comun, respectiv cel
mai mic multiplu comun al numerelor naturale a si b.

Solutie.
Pentru x = 1 avem m(a,y) = m(a, f(y)), Yy € N*, unde a = f(1) ....... 1p
Cu alegerea y = 1 rezulta d(z,a) f(x) = m(a, f(x )),Vac eN* . 1p
Rezultd d(z,a)f(z) = m(z,a),Ve € N* (¥) ..o o i 1p
Din relatia (*) af(a) = a, deci f(a) = 1; de asemenea af(a?) = a?, deci
FUA2) = G 1p
Ipoteza duce, pentru x = a® siy = a, la1-a = a- f(a?), de unde obtinem
= f(A2) = L 1p
Din (*) rezultd f(z) =, Ve € N* L. 1p
Functia identica verifica...........ooiiiiiii i 1p



