Societatea de Stiinte Matematice Ministerul Educatiei si Cercetarii Stiintifice

din Romania

MINISTERUL EDUCATIEI SI
CERCETARII STIINTIFICE

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 14 martie 2015
CLASA a X-a
Solutii si barem de notare

Problema 1. Sa se arate ca pentru orice n > 2 natural, are loc inegalitatea

n—1

Zm o2n+2°

Solutie. Demonstram inegalitatea prin inductie. In cazul n = 2 avem egalitate ... (Ip)
Sa observam ca, la pasul de inductie, In trecerea de la n — 1 la n, membrul drept creste cu

n—1 n—2 1

2n + 2 2n nn+1)

deci e suficient s& demonstram ca

1 1
V/2n)! T n(n+1)
............................................................................................................. (2p)
ceea ce rezulta imediat prin inmultirea inegalitatilor
E@n—k+1)<n(n+1),
0 1C 0 I S R (4p)
Problema 2. Si se determine numerele intregi z, ¥y, pentru care
5% —logy (y+3) =3Y gi 5Y —log, (v + 3) = 3”.
Solutie. Scazand egalitatile, se obtine
5% +3% +logy (. +3) =5Y +3Y +log, (y + 3) .
............................................................................................................. (1p)
Cum functia f (t) = 5" + 3" + log, (t + 3) este strict crescatoare, rezultd T =y........cocvviiiiiiiiniiaia... (2p)
Pentru rezolvarea in Z a ecuatiei
5% = 3% 4 logy (¢ + 3),
se observa ca x € {—2,—1,0} nu verificd, iar & = 1 este solutie. ...... ..o (1p)
Pentru x > 2, se arata ca
57 > 3% + 4%,
folosind monotonia functiei g (t) = (%)x + (%)z e e e (1p)

iar apoi se demonstreaza prin inductie matematica inegalitatea

4% > log, (x + 3) .



Problema 3. Si se determine numerele complexe z pentru care are loc relatia
|z| + |z — 5i| = |z — 24| + |z — 3i].

Solutie. Avem

2 3 2 3
|z —2i| = ‘5(2—52)4—52 < g\z—5i|+g|z\
............................................................................................................. (3p)
Analog
2 3 2
|z —3i| = ‘(z—5z)+5z < 5\2—5i|—|—5|z\,
de unde
|z| + |z — Bi| > |z — 24| + |z — 3i].
............................................................................................................. (1p)

Egalitatea are loc atunci cand exista A > 0 astfel ca z—5¢ = Az, de unde deducem ca z = ai, cu a € (—o0, 0]U[5, +00).
(3p)

Problema 4. Fie f: (0,00) — (0,00) o functie neconstantd care are proprietatea

F) = (f ()Y,

pentru orice x,y > 0. Sa se arate ca

flry)=f(@) f(y) sifx+y)=f)+f),

pentru orice z,y > 0.
Solutie. Fie a > 0 astfel ca f (a) # 1. Avem, pentru x,y arbitrari,

f @) = f (o)™,

dar

de unde f(@y) = F(Z) F Y] r e (3p)
Apoi

dar

dech f @4 Y) = F (@) F F (U)o (4p)
Observatie. Se poate arita ca singura functie neconstanta care verifica conditia din enunt, este identitatea.



