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Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 14 Martie 2015

CLASA a XI-a
Solutii si bareme

Problema 1. Fie f : [0,1] — [0, 1] o functie cu proprietatea ca pentru
oricare y € [0, 1] si oricare £ > 0 exista = € [0, 1] astfel incat |f(x) —y| < e.
a) Demonstrati ca daca f este continua pe [0, 1] atunci f este surjectiva.

b) Dati un exemplu de functie f cu proprietatea din enunt, care sa nu fie
surjectiva.

Solutie.

a) Consideram o functie continua f : [0,1] — [0, 1] avand proprietatea
din enunt. Fie y € [0,1]. Din ipoteza deducem ca exista un sir (z,),;, cu
termenii in [0, 1], astfel incat |f (z,) —y| < 1/n, Vn > 1. (2 puncte)
Sirul (z,,),, este marginit, deci admite un subgir convergent (x;,),,, cu
T = nh_)rgox; € [0,1]. (1 punct) -
Prin trecere la limita in inegalitatea |f (z;,) —y| < 1/in, ¥n > 1, obtinem
(pe baza continuitatii lui f in punctul z) |[f(z) — y| < 0, deci f(x) = v.
Rezulta ca f este surjectiva. (1 punct)

b) Definim functia f : [0,1] — [0,1] ,

J oz, ze[0,1]NQ
f(z) = { 0. zc0.1\Q - (2 puncte)
£([0,1]) = 10,1 N Q, deci f nu este surjectiva.

Avem |f(y) —y| =0, Yy € [0,1] N Q. Pentru y € [0,1] \ Q si € > 0, exista
z €[0,1)NQ astfel ca |z —y| < e, sau |f(z) —y| <e. (1 punct)

Problema 2. Fie doud matrice A, B € Mj(R) astfel incat (A—B)? = Os.
a) Ardtati ca det (A% — B?) = (det(A) — det(B))%.
b) Demonstrati ca det(AB — BA) = 0 daca si numai daca det(A) = det(B).
Solutie.
a) Din (A — B)? = Oy obtinem det(A — B) = 0. (1 punct)
De asemenea, deducem T'r(A—B) = 0, deci Tr(A) = Tr(B) =: a. (1 punct)
Notam b = det(A) — det(B). Conform relatiei lui Cayley, avem

A% — aA + det(A)Iy = O,
B2 —aB + det(B)IQ = 02 ’

de unde det (4% — B?) = det (a(A — B) — bl,). (1 punct)
Dar det (a(A — B) — bly) = a*det(A — B) — abTr(A — B) + b* = b2
Rezulta det (A% — B?) = (det(A) — det(B))?. (1 punct)

b) Fie f : R — R functia definita prin

f(z) = det (A> — B>+ z(AB — BA)), z € R.
Functia f se poate reprezenta sub forma

f(z) = det (A* — B?) + cx + det(AB — BA)2*, z € R,



unde ¢ este o constanta reala. (1 punct)
Din f(1) = f(—=1) = det(A — B) det(A + B) = 0 obtinem ¢ = 0 si

det (A* — B®) + det(AB — BA) = 0. (1 punct)

Atunci, conform a), (det(A) — det(B))?> = —det(AB — BA), de unde con-
cluzia. (1 punct)

Problema 3. Determinati toate numerele naturale £ > 1 si n > 2 cu
proprietatea ca exista A, B € M, (Z) astfel incat A*> = O,, si AXB+BA = I,.
Solutie. Fie A, B € M,,(Z) astfel incat A* = O,, si A*B + BA = I,,.

Daca k > 3, atunci BA = I, (deoarece A* = O,,), deci A este inversabila,
in contradictie cu A% = O,,. (1 punct)

Daca k = 2 atunci din A2B + BA = I,,, prin inmultire la stanga cu A
si apoi la dreapta cu A%, rezultda ABA = A si A2BA? = A?. Scriind ultima
egalitate sub forma A(ABA)A = A? obtinem A3 = A? deci A? = O,.
Atunci BA = I,,, in contradictie cu A*> = O,,. (1 punct)

Prin urmare, daca exista k si n ca in enunt, atunci £ = 1. Din Tr(AB) =
Tr(BA) € Z si AB + BA = I, rezulta 2Tr(AB) = n, deci n este un numar
natural par. (1 punct)

Aratam in continuare ca, pentru orice numar natural par n > 2, exista

A, B € M, (Z) astfel incat A> = O,, si AB + BA = 1I,,.
Pentru n = 2, putem alege matricele A = ( 8 (1) ) si B = ( (1) 8 ) ,
care satisfac conditiile AB + BA = I, si A2 = B> = O,. (2 puncte)
Pentru n = 2k, cu k > 2, matricele bloc diagonale A si B, de dimensiune

2k, care au pe diagonala principala £ matrice ( ) si respectiv k matrice

0
10
A%? = B? = O,,. (2 puncte)

0 0

, iar restul coeficientilor nuli, satisfac relatiile AB + BA = I,, si

Problema 4. Fie (r,),-, un sir de numere reale din intervalul [1, co).

7(lk) k

n} , n > 1, este con-

Presupunem ca girul (yff:)> , definit prin y,’ = [x
n>1
vergent pentru oricare k € N*. S& se demonstreze ca sirul (z,),>, este

convergent. (Prin [a] se noteaza partea intreaga a numarului real a.)

Solutie. Pentru k € N*, (ygk)) este un gir convergent de numere
n>1
naturale nenule. Atunci exista ny, a, € N* astfel ca yék) = ag, Vn > n;. Ca

urmare, r¥ € [ag, a, + 1), Vn > ng. (2 puncte)

In particular, z, € [a1,a1 +1), Vn > ny. Rezulta ca sirul (z,),., este
marginit. (1 punct) -
Presupunem, prin reducere la absurd, ca sirul (z,),., admite doud puncte



limita a i b, cu 1 < a < b. Atunci existd doud subsiruri (x;,),5, si (z,)

ale sirului (z,,),-, astfel incat lim z;, = asi lim =z, =b.
- n—oo n—o0

Fie k € N*. Deoarece i, j, > n, Vn € N*, avem xfn, x;?n € lag,ar + 1), Vn >

ny. Rezultd 2% —zF <1, ¥n > ny. Prin trecere la limita (n — 0o) obtinem

V¥ — a* < 1. Prin urmare, b* — a* < 1, Vk € N*. (2 puncte)

Dar 1 < a < b implica klim (bk — ak) = 00, In contradictie cu inegalitatea
—00

n>1

precedentd. In concluzie, sirul (), ., este convergent. (2 puncte)



