CERCUL JUDETEAN DE EXCELENTA LA MATEMATICA
CONSTANTA
21 FEBRUARIE 2015

b)

MODULUL Il
TEMA 1:
PROBLEME PREGATITOARE PENTRU OLIMPIADA DE MATEMATICA

Prof. Duca Elena Amelia

La un concurs se dau 4 probleme. Pentru rezolvarea corectd si completd a primei
probleme se acorda 2 puncte, 3 puncte pentru a doua, 5 puncte pentru a treia si 9 puncte
pentru a patra problema. Pentru fiecare problema nerezolvatd sau incomplet rezolvata se
acordd 1 punct din oficiu. (nu se acorda punctaje intermediare).

Aratati ca daca doi concurenti au obtinut acelasi punctaj, atunci au rezolvat, corect si
complet, aceleasi probleme.

Demonstrati ca daca suma punctajelor tuturor concurentilor este un numar par mai mare
sau egal decat 90, atunci, la una dintre probleme, cel putin doi concurenti au obtinut
acelasi punctaj.

Vom numi superprim un numar natural prim, mai mare decat 10, care indeplineste
urmatoarele conditii:

1) este format din cifre distincte;

ii) oricum am schimba ordinea cifrelor sale, obtinem tot un numar prim.
Determinati toate numerele superprime.

Vom numi un numdr natural n, interesant, dacd n > 2 si orice numar ke N*, k <n, se
scrie ca o suma de divizori distincti ai lui n. Aratati ca produsul a doud numere
interesante este un numar interesant.

Pentru fiecare numar natural n notam cu s(n) suma cifrelor sale. Fie a un numar natural
cu 2012 cifre, care este divizibil cu 9. aratati ca s(s(s(a))) este patrat perfect.

Fie multimea A= {2011, 2012 , 2013 , 2014 } Determinati multimea B = AN N.
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Aratati ca, oricare ar fi n e N”, are loc inegalitatea: . Deduceti din aceasta

inegalitate ca oricare ar fi neN”, 3" >n+1.

Fie sirul de fractii: },3,1 , g,g,l,ﬂ , § , E,E,.... (acest sir se obtine dupa regula: se
1121231234
< . . ) ) ... hn=-1 1
pleaca de la n e N si se obtin succesiv fractiile I,T,...,— ).
n

a) Aflati produsul primilor 55 de termeni ai sirului.
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b) A cata fractie din sir este ;gi; ? Justificati raspunsul.

Se considera un numar natural de sapte cifre, in scrierea zecimala a caruia se folosesc cel
mult trei cifre distincte nenule. Aratati ca se pot sterge trei cifre astfel incat numarul de
patru cifre ramas si rasturnatul sau au un divizor comun mai mare sau egal cu 2.

Numerele a, b, ¢ reprezinta lungimile laturilor unui triunghi. Stiind ca unul din cele trei
numere le divide pe celelalte, aratati ca triunghiul este isoscel.

Pe o tabla sunt desenate punctele coliniare , A, O, C in aceasta ordine. Anghel si Costel
traseaza, pe rand, semidreptele [OA1 s [OC1 , in sensul deplasarii acelor de ceasornic,

astfel incat m(AéAl): 3° si m(C(SCl): 7°. La pasul urmator, pastrand sensul, Anghel
traseaza semidreapta [OA, astfel incat m(AléAz): 3° si Costel traseazd semidreapta
[OC, astfel incét m(Cl(ﬁC2 )= 7°. Constructia continui dupi aceeasi reguli (unghi de 3°
urmat de unghi de 7°), pani la pasul final, fie acesta n, cind semidreapta [OCn coincide

cu semidreapta [OA, .

a) Determinati n.

b) De cate ori, pe parcursul constructiei, o semidreapta trasata de Costel s-a suprapus
peste o semidreapta trasata anterior de Anghel?

Pe dreapta d se considera punctele A, B, C, D, E astfel incat [AB]=[BC]=[CD]= [DE].
Fie M un punct exterior dreptei d astfel incat distanta de la punctul B la dreapta AM este
egala cu distanta de la punctul D la dreapta ME.Aratati ca distantele de la punctul C la
dreptele MA si ME sunt egale.

Fiecare punct al dreptei d se coloreaza cu una din culorile rosu sau albastru. Aratati ca
exista trei puncte colorate cu aceeasi culoare, astfel incat unul dintre ele sa fie mijlocul
segmentului determinat de celelalte doua.

in interiorul unui unghi AOB cu masura de 170° se construiesc 17 semidrepte distincte,
cu originea in O, astfel incét cele 18 unghiuri formate au masurile exprimate prin numre
naturale nenule.

a) Aratati ca printre cele 18 unghiuri exista cel putin doud unghiuri congruente.

b) Daca exact 5 unghiuri sunt congruente, aflati valoarea maxima a masurilor lor.

Se considera triunghiul echilateral ABC si punctul D pe semidreapta opusa semidreptei
(BC, astfel incat [DB]=[BC]. Considerdm punctul E in semiplanul determinat de dreapta
AD ce nu contine punctul B, astfel incat d(E, AB) = A, d(E, DC) = ED si EA =ED, iar
punctul F € (BF ) si [FD]=[BC].

a) Demonstrati ca AFDE = ABAE ;

b) Aratati ca (EB este bisectoarea unghiului AED.



TEMA

Considerdm numerele naturale nenule a, b, ¢ astfel incit (a+1)° = (a+ 25)° . Demonstrati
ca b + c este multiplu de 4.

Determinati cifrele nenule a, b, ¢ pentru care 1 + % + 1 =a,b(c).
a c

a) Aratati ca 30 007 este numar compus.
b)Aratati ca sirul: 37, 307, 3007, 30007, ...., 300...07,... contine o infinitate de numere

nori

compuse.

Despre numarul N = abcde5 se stie ca este divizibil cu a-b-c-d-e.
Aritati ca cel putin doua dintre numerele a, b, ¢, d, ,e sunt egale.
Dati exemplu de un astfel de numar.

Se considerd numadrul A, =(n—1)-n-(n+1)- (n2 +1Xn4 +1), neN". Aflai c.m.m.d.c. al

numerelor A, A,, Ay, Avoo-

Fie o dreapta d si A si B doud puncte fixe, de o parte si de alta a dreptei d. Spunem ca un
punct M e d are proprietatea p daci (AM )= (BM ). Demonstrati ca daca pe dreapta d
existd doud puncte cu proprietatea p, atunci toate punctele dreptei d au proprietatea p.

Fie A={(a,b)e N xN/10a+b se divide cu 19} si
B ={(a,b)e N x N/2015a + 2b se divide cu 19}. Aritati ci A = B.



