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Noti: Fiecare subiect se puncteazidela 0la 7 puncte. Se acordi numai punctaje intregi. Orice alti
rezolvare se asimileazi conform baremului.

Subiect 1, prelucrare Ovidin Sontea

a) Peinsula1 triiesc cameni cinstiti care spun totdeauna adevirul si mincinosi care totdeauna mint,
Un explorater a intalnit doi indigeni A si B.

Localnicul A a spus:
-Cel putin unul dintre noi (A si B) este mincinos.

Se-poate stabili cum este A si cum este B ? (mincinos sau cinstit). Justificare.

b) Ardtati ca L + .m2~+ it E}ﬁ< 1.
213 2015l
Detalii rezolvare Barem
. : ! . asociat |
a) Dacd A ar fi mincinos, atunci enuntul s&u nu ar fi adevarat, deci ambii sunt cinstiti.
B 2p
Contradictie. _
Deei A este cinstit.Enuntul s#u este adevirat, deci B este mincinos. ) 2 -
- =
‘ 2014 k 2014 k +1 _1 2014 1 1
b Y e e zp
ral 02 3 V] Qe G+DT A R+D1
Finalizare, i ) ' 1p
Subiect 2,G.M.6-7-8/2014
Rezolvati in mul{imea numerelor reale ecuatia
x>+ 2xflc} 4 34 = 4.
Detalii rezolvare Barem |
e, _ asociat
x =[x+ 3. 1p
Obtinerea unei ecuatii echivalente ([x]+:2{~x})2 =4 2p
| Observatia 2{x}€Z . Ip
I :
X{E 0_,,— 5 1
i | s
ol e 4 5 5
Finalizare si obtinerea solutiilor xe —2,2,5,—5 : 2p




Subiect 3, autor ***

Se considera numerele reale @,5>0, patrulaterul convex ABCD si punctele
M e(4B N e(BC)Pe (CD). 0 € (D4) astfel incat 2L 20 &, respectiv A9 & =D
' MB ~ PC ‘ Qb NC
a) S#searate ci MP= —}%(E +a§5)
1+a :
b) Si se arate c& dact MP n NQ = {0}, atunci %2 = b,gg =q.
OF ON
Detalii rezolvare Barem
: e ‘ 7 _ asociat
a) MP=Md+ AD+DP,MP=MB+ BC +CP . Prin Inmultirea celei de-a doua relatii 3
cu asi.prin adunarea la prima se obtine rezultatul. P
{ b) Fie punctul R € (ON ) astfel incat OF _ a.. Folosind )
RN
MR = 1—1—~(I_4_Q. + m_BTV) RP= % (@}' + a]\TC’) . Prin fnmultire cu b a celei de-a doua P
ta +a
| xelatii si prin scidere din prima se obtine MR = BRP . Deci M, R, P coliniare, deci R=0,
Finalizare Ip
Subiect 4, autor ¥+#
Se consider multimile :
A={5p+7q|p.g €N}, B={5p+7q|p,g 7}, C={35p+14q| p,q € Z}.
a) 8a'se determine card (N\ 4).
b)) 83 se determine Z\ 5.
¢)S4:se determine mulfimea C.
Detalii rezolvare | Barem
asociat
a) Aplicim vatianta IIT a inductiei matematice. Determinim 5 numere naturale
consecutive ce apartin lui 4, apoi aplicim inductia de ,»Pas 5”. Prin Incerciri succesive
| determindm : ‘
| 28=5:5410,260=5147-3, 27 =544 7:1, 98 =5-0+474,29=5.349.3 .
Presupunern ¢ pentru £225 avem 1 =5p+7g=t+5=5(p+1)}+7g, deci p
| ¥e235=54c 4, Din incercérile precedente deducem card (N\ 4) =13,
b) Cum (5,7)=1, rezultd o4 exists &,/ € Z pentra care 1=5k+7/. Prin tnmultire cu %
t €7, se deduce =5k + 7, deci ZC B. Cum BCZ, rezulth =7 r
| ©) Oricare xe C= 7|x , deci 7ZC C. Cum (35,14)=7, existi s,/ €% pernitru care 5
7=355+7. Fie t € Z = Tt =355+ 7lt , desi 77, C.C . Deducem ca C =T, ol
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Not#: Fiecare subiect se puncteazd de la 0 Ia 7 punete. Se acordi numaj punctaje intregi.
Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

Subiect 1, autor ***

Fie-functia £ :[0,0)—» (0,5, f(x)=~x+1—+/x .

a)-Arftati ci funciid este strict monotona.

b) Aritafi ¢i imaginea funciiei este (0,1].

¢) Determinafi funcfia £:(0,1] = R care are proprietatea g(f(x)) =2x+3, oricare ar f§

x-€0,00).
 Detalii rezolvare Barem
§ ; asogciat
¥ . '
a) f{x) =—— pentru x20, formuld care desctie o functie strict descrescitoare e,
b) Din mionotonie 1i(x) < f(0)=1 $i din definitie f {x) >0, oricarear fi x>0 ip
Pentru orice y € (0,1] extistd x=(1-y")"/4y" 2 0 astfel tneit /(%) =y 2p
o) Notind f(x) =1, glt) =2(1-2)"/4r" +3 1p
“Deoarece pentru orice 7 € (0, 1] existd x e[0,) astfel incat 1(x)=r, formula de mai sus i
defineste functia ciutata o

Subiect 2, autor ***, supliment G:-M.4/2014 si supliment G.M. 11/2014
a) Fie z §i w doud numere complexe diferite, astfel incit |z|=|w| si [1+z)=|1+w].
Asitati ¢ z=w.

" . i ) . y ) < z
b) Aratati ¢ dacd z este un numir complex de modul 1 §i z#+i, atunci x = z este
z7+1
numir real. Determinati-multimea { g |,z cC\R,z= 4 1} .
. sy
F) etalii rezolvare ' Barem
| ‘ | asociat
8) |2P= 142 f=la 4T 425 1p
Ipoteza devine z+Z = w+#,2Z = Wi | 1p
Existd doar posibilitatile z=w,Z =W sau z =W,7 = w, dintre care convine doar a doua 1p




cosa+ising 1

b) Din ipotezd z =cosa+isina, cosa =0, deci x = eR

l4+cos2a+isin2a 2cosa

Multimes valorilor lui x este (—oo,—1/21U{1/2,0) .

[
=3

podle ]

Subiect 3, autor Eugen Radu

Aratafi cd, pentru orice numdr natural n, [77+1]=[/7n+5] (unde [x] reprezintd partea

intreagi a mumérului real x).

. Detalii rezolvare Barem
asociat
Ceririta este echivalentd cu faptul ¢ nuexistd cuburi perfecte intre 7n+1 si 7Tn+5 3p |
| Resturile cuburilor perfecte la tmpértirea cu 7 sunt 0, 1, sau 6 3p
| Finalizare 1p
Subiect 4, autor Fugen Radu
Rezolvafi ecuatia 27 +1= (3" -1)"%’.
Detaliirezolvare ‘Barem
asociat
‘Deoarece log, 3 este irational, trebuie 3* —1> 0, adicd x>0 ip
| Logaritménd in baza 3 obtinem log; (2% +1) = (log, 3)(logy (3" - 1)) = log, (3" -1) 2p
Dacdnotim cu y valoarea comuni a celor doi logaritmi, atunci 2% +1= 3. 3F_1=2Y 2p
| Deducem 2° +3* =27 +37  deunde x= ¥ ip
| Ecuatia 2* +1=3" are solutia unici x=1 1p
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Not#: Fiecare subiect se puncteazide la 014 Tpuncte. Se acordd nuinai punctaje fntregi,
Orice:altd rezolvare se asimileazs conform baremulai.

Subiect 1, autor **¥ |
T —— et o 72 e i
O-miatrice A‘"[c' JJEMQ(R) are:proprictafile A —[cz- 21 51 4 —v‘ P a"3'_ . Adtati

N . ) 4
i A= [ J, oricare arfi numirul natutal nenul 7.
&" dﬂ,

| Detalit rezolvare : : : {Barem |
| asociat|

I +be  Bla+dy s :
- Din 4% =:_,q-;-j:f"—z:[a el e }J Iezulid he=0, 2p

_\elard) & +bc)

Dacd b=e=0, atunci A” L{a . } $1 concluzia este verificats. 1ip
AR &) \

— -

‘ ; a 0
Dacé, de-exetiplu, b=0+#c, atunci o=a+d sirezults A% = 4% 4= o 13
> vod? &)

G].,.de‘ unde A" =“( 4= 1 iarin 3p

Lol

| ‘0
| deunde ad =0.Incazul a=0 obfinem Az{d:
| caziil d =0 obginem A-;[a a}, deunde 4" :La ¢ ]
] {0 0 x84,

| Cazil e=0#b se traieazé.siiiﬁiiéif(saﬁésg %@duce:_iia'cazxﬁ grﬁcedeni?ﬁgpcﬁind denid) | 1p

Subiect 2, antor **#

FeneN,n22,keN" §i matricea 4€ M, (R)pentri care are loo relaia s
A= A PG % AT S se demonstreze of ;
a) A este inversabila;

b) det{A+1,}20.




| Relafia este echivalents cu A( A%~ g —..=1)=1,, deci 4 este inversabils.
| Adunim fn-ambii membrii ai egalitafii 4* &1 objinem -

| A (AL )= A4 ™ 4t A%, Fie &, = o052

| radacinile complese diferite de 1 ale polinomului P(X)=X*+ X" ¢+ _+X +1.

[ Detalii rezolvare Barem
asgciat

- +z‘.s'm‘£, 1k =4k i
b | Af+1 2p

) det( A+ 4%+ x4+ 1, )= de;t-(ﬁ-(A—.ek\A'I").(Aegkw-[n))::ﬁ-idet.(/{wekAIH]'i_ >0,
N\ &=l ' E=1 ]

| deunde deducom concluzia.

3p

Subiect3, GM 10/2014 si supliment GM 4/2014
a) Ardtati ¢ dacd a,b,c > 0 sunt numere rf;ale 1ar sirul cu termenul general

jC‘n = ‘g’r}‘“ "1' + B 71 EN
este convergent, atined $iril (x, )y este fonoton.

5 1 :
b):Determinafi limita siratui (%) 5y definit prin o =1 i x, A= o +.§1_ pentru n>1,

: fl')‘fetaiii»xemivape S ' ' T Barem |

1-a) Dacd:timil dintrenumere, de exemplu @, ot subunitar, atunci %, P FL e 3 G
, T

| implicd Him x, =0, contradictie

_| -asgciat

2p

| Deducem ¢& a,bye21, deci sirurile ("), ens e » :(*ci':jnema sunt crescatoare iar
| (x, I ’estc:désme?scémr

P

. 1
2 37t

1
163 Din: A,,ﬁwx +5— rezultd x, =1+~1~ /o 2p

Ip

Subiect 4, autor Mihail Biflund
Fie: 22 un numir natural 5i f:R-=R o funciie. Precizafi, Jjustificind rispunsul, daci
ursistourele afitinafil sunit adevarate: _

&) orféare ar fi furictia £, dach }Icl_r;no FE)sinnx=0, atusct. E’% Fx)ysinz=0;

b)ericare-arfi fancfia f,dacs .ih'in f(x)mnxz(),aﬁmm ‘ﬁm. f{x),smm: 03

&) oricarear fi funcpa i ydaci hm f {x)smfzx -0, atum:x hm f (x)s1n =l

[Detalic rezolvare i ; - Baris

asociat |

: #) Adevarat: hm JSla)sinx = hm f (x)sinmx-—

2p

: b}Adevarat dmjsmnxi<nismx| §1 lmn[f(gjsxnxiwﬂ reiese. hmlf(x)smile 0 | 2p




Din hm [ F(x)sinmx =0, rezulta lim f x)sinnx =0 1p
c; Fals d mmpiu, lwam j(.x) -1 daca x=uhi+2km ke N s f(,x) O fn rest 1p
f{.z)s =0, oricare ar fi x,.deci j_:Z F)simme =0, pecind [ \x;smx =gin mn #:()
dacd ¥=mn+2kn, k€ Z, dedi hjﬁ; F(x)sinx nueste 0 Ip
_ x>
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‘Noti: Fiecare subiect se puncteszide la O la 7 pusitte. Sé acorda vvimal puxictaje Tntregl. Orice
alth rezolviire se asimileazs conform haremuldt,

Enuntsubiest 1, autor prof; Marpel Tena, CNSEL.
1.Fie f: Q% =» Q* un endomorrfism al grupului (%)
&) Deterrifiafi f(—1)

b) S&seidetermine toate endororfismele f cuproprietareacd f{p) = p,pentm orice

P> 0, p nufidr priot.

Enunt subiect 2, mitor #4*, GM nir /2014
Fie o urnnumir real ﬁxat si: £+ R—R ofunctiecareadmite pr:mmve sinu se anuleazs.

3 <‘ G
2 D0 are ‘primitive.
2 (x) x>

i o aratced functia g 1 R R, g{a) . {

[ Detalii rezolvare O e
| S E . )
':Fle gEQ*. Atinci g ‘€ poste scfie ca pl1 Paz pk unde Py, Py 5Py SUnt nurere: 1
pﬁme, 1af a,gt, fzz, wr UL fIMErE mtregx ! | R
A IR = g2 B =g |
] P
Deoarece (_~1) HE— f(( ) J = 1)  deni CF~ 1= =4, £
1) = 1 deande f{q} —:f(—r) "*f( 1), f(r) =y o= g,
I L pemitu g =0 | A
| Functia-Feste endomorfistn. = ol ot il i
1) = +Ldewnde £(g) = 7o) = (D7) =7 = 0,061 78] = E
petitru otice g & O, P

[ Detalii rezolvare

Fie F : R—>Ro primiftiva Ui . S4 presupunem. i g are o prmiive G < K SR,
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| P— [ Feo+Cp, x=a
C O 2FEE G ks

| Geeste o funciie conitinui pe: R ; deci continua in punctul a, deci
limGx) = lim G{x) = G(a)deunde Fa) + = 2F(a) + G,
X7 N -

T

G este dertvabila pe R,decisi in punctul «, deunde
G)—Gla)

Ip

G~ Gla) _ . N
i e
i G(x) “Glar) . B~ F(a) Fm) — .
jl/‘a*——xm ™ El/‘a_—-_-—,\~q . FYa) = f‘(t‘l)-‘ | 1p
s S0 _ o DI PG 3, TOBF@ e oo | o
e X—a =Ne KA ) e ¥—ag EE g

Obfinem Jla) = 2f(a), deunde fla) = 0, imposibil

i

Enunfisubiect 3, autort##

%
Fie I; = [(sinx)"dx, neN

a) SZsearatecd nl;l, g:% n:2d
=

b) $3 se calculeze T I )

H—)cﬂ

Detalii rezolvare

| Barem
| asogiat |

7 G
A f (sinx)"dx==cosx- (s;nx) + (n-i)J (sinx)"? @ —sin® x)di 2p
- 0 ;

Dexi L= (n- g (IZ 1) Lis éf:ulde wl= (n I)I,, o

ip

Avemst (D) L,y = g, 1,IO~E L= 1, deunde al, I, ;=2 " PENEFL-OIT0E #

n’afwfal "

ip

z

Aveti I,q<k,, deunde (n+1)l, 40, < (DB, deoi 7,5 |—F
\-2(n+1)

Obtinem Tim (n-7,) =,
-0 7

3

Enuntsubiect 4, autort¥+#

a)Pe mulfined A= {\/— 2,48, .., 145 }sﬁ:se'iﬁtfcdﬁ%‘cﬁ douid strietird | una-de:grup-comutativ i find

de grup necomutativ.

b)Seconsidertt a,b e R, a<b sinotam H ={cz‘,b‘) - Si se introducd pe H o stricturi de grup

comutativs
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Detalii rezolvare Barem |
! _ asociat
a). }A] =144 . Vom aplica teorema de transport a structurii de grap.
" Cazul comutativ -Grapul (Z, 44,+) este-comutativ. Funcfia
Frd—Z, ,f(f) 0 J{38)=1, ,f(”"‘i45j'_ 143 unde 2,y = {0,.., 183} 2p
| este bijectwa, deci éxista o unics stricturs de grup pe 4 -peniruicare f realizeazi
izomorfismul.
Cazul-necomutativ
| tAg=4143 Pentm # € IN* se noteszd (S" 59 ) -grapul permutirilor de giad 7. Consideram.
grupul produs-direst (.L‘S‘-3 %.8; ,) undeoperafia - se defineste astfe] :
) 0n0) = (503529 9,) 5.0 8, 33 €S, v X
p

BLJS,[= =], x5, | = 3b 41 =144= | 4], Grupul (8, % S,,,-) este necomutativ

s

| L estesuficient ca un factor 54 fie necomutativ, fn-cazul nostru chiar ambele sunt
necomutative) si aplicam teorema de: transport a structirit, Deci 4 devine £rup
nccomutatrv

ils

by Fatictia. & :-;_a_,_«iij — R A{x)= @gf{;b £ {x— d‘ﬂ este bijectiva siaplicim teorema de-

: : T 74
{ransport & structurii din grapul comutativ (R, -if) la (g, b} 3
2p
Vx, 3% e{a,b} X oy —h“j{ (3‘1} ﬁ(xz)) deci ({a b} ) este-grupcomutativ.




