Concursul de Matematica "Grigore Moisil"

Urziceni, 30 ianuarie - 1 februarie 2015, Editia a IX-a

Clasa a IX-a

Subiectul 1. Demonstrati ca pentru orice numere reale a, b, c > 0 are loc inegalitatea:

a+b b+c cH+a 3ab+bc+ca
b+c c+a a+b (a—i—b—l—c)2_

Subiectul 2. Un numar real o are proprietatea ca pentru orice n € N*, existd m € Z
astfel incat
‘ m - 1
a——| < —.
n 3n
Demonstrati ca o € Z.
* ok X

Subiectul 3. Fie triunghiul ABC gi A’ € (BC), B’ € (CA), C' € (AB) astfel incat
BA"  OB"  ACY
AC  BA OB
Dreapta care trece prin punctul A’ si este paraleld cu B’C” intersecteaza dreptele AB si AC
in P, respectiv (). Demonstrati cad PQ > 2B'C".

% k%

Subiectul 4. La un concurs participa 2n elevi, unde n € N*. La festivitatea de
deschidere, unii dintre elevi isi strang mana (dau noroc) si s-a constatat ci nu existd niciun
grup de 3 elevi care au dat noroc doi cate doi intre ei.

Demonstrati cd au fost cel mult n? strangeri de mana.
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Concursul de Matematica "Grigore Moisil"
Urziceni, 30 ianuarie - 1 februarie 2015, Editia a IX-a

Clasa a X-a

Subiectul 1. a) Fie a,b € R, a < b gi z € C astfel incat |z —a| + |z —b] = b — a.
Demonstrati ca z € Rsia < 2z <b.
b) Rezolvati in numere complexe ecuatia:

2] + |2 + 1| + - -+ + |2 + 2015| = 1008°.

Leo Giugiuc, Drobeta Tr. Severin

Subiectul 2. a) Demonstrati ca nu exista a,b € Q astfel incat
o (V5+5) +b—5+ 5.
b) Fie n € N, n > 2. Demonstrati cd nu exista ag, ay, ..., a, € Z astfel incat
ao + ay (5’/5+ \3/%) + a (\3/5+ \3/2_5)2+---+an (\3/5+ \3/%>HZ5+€/5.

kokk

Subiectul 3. Fie f,g:[—1,1] — R care satisfac simultan urmétoarele doua relatii:
3 3
f(z) §4x—§ <g(z) si f(x)< §x—x2 < g(z), oricare ar fi x € [-1,1].
Demonstrati ca existd m,n € R astfel incat f () < mz+n < g(x), oricare ar fix € [—1,1].

Cristinel Mortici, Targovigte

Subiectul 4. Fie f : R — R o functie care satisface simultan urmatoarele relatii:
a) f(1)=1.

b) f(z+vy) = f(x)+ f(y), oricare ar fi x,y € R.

c) f(z)f (L ):1 oricare ar fi x € R*.

Demonstrati ca f (x) = x, oricare ar fi x € R.
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Concursul de Matematica "Grigore Moisil"

Urziceni, 30 ianuarie - 1 februarie 2015, Editia a IX-a

Clasa a XI-a

Subiectul 1. Fie f:[0,1] — R continud astfel incat f (0) = f (1) = 0 si definim:

A = {he|0,1] | existd z € [0,1] astfel incat f (z+h) = f(x)}
B = {he€]0,1] | existd x € [0,1] astfel incat f(zr+1—h) = f(x)}.

Demonstrati cd AU B = [0, 1].

Subiectul 2. Fie (a,),~, C (0,00) un sir cu ajutorul ciruia definim:
Lo
xn:Za}C nk (neN; n>2).
k=2

a) Demonstrati c¢i daci 0 < a,, < -5, oricare ar fi n > 2, atunci (z,),,-, este convergent.
b) Demonstrati ci sirul (z,),., este convergent, oricare ar fi sirul (a,),-, C (0,00) cu
proprietatea ca girul b, = as + az + - - - + a,, este convergent.

* % ok

Subiectul 3. Fie A € M,, (C) o matrice avand pe diagonala principala toate rad&cinile
complexe de ordinul n ale unitatii. Demonstrati ca exista X, Y € M, (C) astfel incat
A=X+4+Ysi X"=1,51Y" =0,.

Ionel Tudor, Calugareni

Subiectul 4. Fie A, B € M,, (R) doua matrice inversabile. Demonstrati ca:
a) Daci n = 2 si det (A + B) = det A = det B, atunci (A+ B) ' = A"+ B,
b) Dac# matricea A + B este inversabild si (A + B)™' = A~' 4+ B!, atunci n este par si

det (A+ B) = det A = det B.

Ovidiu Munteanu, Bragov
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Concursul de Matematica "Grigore Moisil"
Urziceni, 30 ianuarie - 1 februarie 2015, Editia a IX-a

Clasa a XII-a

Subiectul 1. Fie G un grup finit cu n elemente gi H un grup (nu neaparat finit) cu
proprietatea ci 2% = e, oricare ar fi z € H (e este elementul neutru al lui H).
Aritati ca dacd existd un morfism injectiv f : G — H, atunci n = 2%3°, cu a,b € N.
Dorel Mihet, Timisoara

Subiectul 2. Determinati toate operatiile ” «” pe [0, 00) care sunt asociative, au element
neutru pe 0 si exista £ € R astfel incat

(x+y)*(v+2)=kx+ (y*z), oricare ar fi z,y, 2z € [0, 00).

Subiectul 3. Demonstrati ci o functie f : R — R, integrabil& pe orice interval [a,b], cu
a,b € R, a < b, satisface relatia:

F @) — ()] <o —yl, oricarear fiz,ycR,

daca si numai daca satisface relatia:

1
5 (x —y)*, oricare ar fi z,y € R.

/yf(t)dt—f(:v)(y—x) <

Nicolae Bourbacut, Sarmizegetusa

Subiectul 4. Fie f,g:[0,1] — (0, 00) astfel incat functia g este integrabil, iar functiile
f,f—gsi % sunt crescitoare. In plus,

L e [ fw
/0 @) + g (2) dm‘/o @)t @)

Florin Stanescu, Gaesti

Demonstrati ca f = g.
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