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PROBLEME REZOLVATE
Gheorghe Criciun

CLASA aV-a

1

Un numar natural este ,,prieten” cu 2014 daestulsi catul imgirtirii lui 2014 la acesta
sunt egale. Ga,,prieteni” are 2014?

Gheorghe Giciun, O.L.M Prahova
Rezolvare
Obserdm ci 2014= 10211915 Avem 2014=r [l +r 1 <i adici 2014=r(i+1)
Pentru r=1 ofinem i=2013
Pentru r=2 ofinem i=1006
Pentru r=19 ofinem i=105
Pentru r=38 otinem i=52 Restul valorilor lui r (19,53,106,2014)convin deoarece nu
este Tndeplinit si condiia r<i.

Se considérnumirul n =9+ 99+ 999% ..+ 99...99 201

aAgidd

2014cifre
a) Aratati ca numirul N este divizibil cu 10;
b) Determinai catulsi restul imgrtirii numarului N la 111.

Aurica Pirvescu, Bot@ni, O.L.M Bucurgti
Rezolvare
a)Numirul N are 2014 termeni fornianumai cu cifra 6 . Vom scrie termenul 2014 ca o
suma formaé din 2014de 1.

Avem
N=9+99+999% .+ 99..99 4 4 4 + =1 +9)4( 99)4 909+1 +(. 99+1)

——
2014cifre 2014ermeni

sau n=10+100+ 100G- .+ 100...06 11...1.
— —

2014cifre 201%ifre
Cum ultima cifé esteO, numarul este divizibil cu 10
b) Vom scrien =111M10°%+ 11116+ .+ 111 18 k€
=112 162+ 116+ .+ m1§+ 1

Catul este;99100...10 iar restul estd 0.
—— =

671 grupe

Se consider muliimea A care are ca elemente numere naturale scrise ciucifire
diferite care apain mulkimii {1, 3,5,7, 9 .

a) Determinai cate numere din mtimeaA au prima cifé 1 si ultima cifra 3;

b) Determinai cate elemente cgine mutimea A ;

c) Calculai suma tuturor elementelor din ninhea A.

Marius Perianu, Slatina, O.L.M Bucuti
a)Numerele au forma@abc3. Cifra a poate lua3 valori, cifra b poate lua2 valori, iar
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cifra C o valoare. SUun8[2[1= 6 numere.

b)Numerele au form@bcde. Cifra a poate luab valori, cifra b poate lua4 valori,
cifra C poate lua3 valori, cifra d poate lua2 valori, iar cifra€ o valoare. Sunt
5[4BR= 12( de numere.

c)Fiecare cifi apare, pe fiecare po, de 24 de orisi atunci suma numerelor are forma
S=24[[1+3+5 7+ 91116+ 24 @ 3 5 ¥ 9 6 241 +3+5+7 @)K
+24[Q1+ 3+ 5+ 7+ 91116 243 3 5 ¥ 9 24 25 11141 6666600

Determinai numereleab stiind ca impartind numiirul as la numirul baobtinem catul 5
si restul 25.

Cristian Mangra, O.L.M Bucurgi
Rezolvare
Din teorema Tmiirtirii cu rest avemab5 = 5[ba+ 25, cuba>25.19(a = 8(b+ 4
Deoarece nugtul din membrul drept se divide cu 4 deduce‘nag{4,9} . Pentrua =4,

obtinem b =9 si numirul ciutat este 49. Pentra=8 nu avem solie.

Sa se determine mtiinea :
A={abbalab — ba este pitrat perfect unde a, b sunt cifre nenule}.

Roxana Soare, Plajg
Rezolvare

ab—ba=9@—-b)=>a—-Dbe{14}
Dadi a-b=1=a=b+1=>abba € {2112,3223,4334,5445,6556,7667,8778,9889}
Dadi a-b=4=a=b+4=abba € {5115,6226,7337,8448,9559 }
Deci A={2112,3223,4334,5115,5445,6226,6556,7337,7667,8448,8778,9559,9889}

CLASA a VI-a

Daci numerele natural, Y, Z verifica egalitateag7x + 52y = 15z, aritati ca
numirul (x+ y)(y+ 2)( z+ ¥ se divide cu 2010.

Nicolae Ivischescu, Craiova ,0.L.M. Bucuyte
Rezolvare
2010= 2737516" .

Vom agta & numirul (X+ y)( y+ Z)( Yay )) se divide cu 2, cu 18 cu 67.
Relaia dati se mai scriec67x+ 67y = 15y+ 15 sau67(x+ y)=15(y+ 2).
Cum 15 este relativ prim cu 67, rezilt5 divide peX+ Y, asadar

15|(x+ y) (y+ 2)(z+ 3(1).Cum 67 este relativ prim cu 15 reu7 divide pey + Z,

asadar 67|(x+ y) (y+ 2(z 3 (2

Dac X, Y, Z sunt numere naturale atunci cetipwlowi au aceeg paritatesi prin
urmare, cel pin una din sumel&X+ Yy, Y+ Z, Z+ X se divide cu 2, de unde
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2|(x+ y)(y+ 2(z ¥ (3)Din (1), ()i (3) rezult
2[15067(x+y) (y+ z)(z+ X, adici 2010(x+y) (y+ z)(z+ »-

Notim cuS multimea numerelor de cinci cifre distincte formatestementele
mukimii {1, 2, 3, 7, 8}.
a) Dadci p este un element oarecare al timii S, aratati ca numereleSp, 3P si
7p nu sunt elemente ale mirhii S.

b) Determinai toate elementelén[] S care au proprietatea &dm(] S.
Gheorghe Rotariu, Dorohoi, Bagani, O.L.M Bucursgti
Rezolvare

a)Daa pU S, atunciU (5p)0{0,3 - Deci SpU S. Daa pU S,
p =9k+ 3, k[ N. Dar 3p este multiplu de 9, degip[] SDaci pl S,
p=abcdesi 7p0S, atuncia=1si b=2. Se oline & 7[12cdel] S.

a)Dag mO S, m= abcdesi 4mO S, atunciaD{l, 2} .Daci a=1, atunci
bD{?,@ si se ohine M=1783Z. Daa a =2, atuncib =1 si se ohine
m=2178¢.

Aritati ca exist un singur nurdir prim de trei cifre cu produsul cifrelor egal €0.

*k%

Rezolvare
Descompunerea in factori a Idi0 este 2[5V si putem forma numerele
725,752,527,572, 275, 2!. Numerele care au ultima cif6 nu sunt prime; se

divid cu 5, iar numerele care au ultima £i# nu sunt prime pentrdice divid cu 2.
527=1713;, asadar nu este nuinprim . 257 este nuin prim

Fie numerele a=2k+1,b=3k+2,c=4k+3,d=5k+4,k dumatural.

Aratati cé[c’ d] _[a, d _[ a q =1,oricare ar fi KIN.(notaia [a, b] reprezini cel
c b a
mai mic multiplu comun al numerelorsab.

loana Cgiciun,O.L.M Prahova
Rezolvare:

sestie a1 (@, b)(la, i = alk.Fie d=(a, b) = d/2k+L1si d/3k+2=> d/2(3k+2)-

3(2k+1)=> d/1=>d=1=> [a, b] =aLb,analog[c, d]=cLd=> [¢.d] _[aH [al _q.
c b a

a-b=5k+4-(2k+1)-(3k+2)=1.

Fie numarul A=1234...20082009201
Si se calculeze suma cifrelor numiarului A.
b) Si se stabileascd dacd numdrul A este patrat perfect .
c) S4 se stabileascd cate numere patrate perfecte se pot obtine schimband ordinea cifrelor
numarului A.
Petre Batranetn, O.L.M. 2010,Galati
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Rezolvare:a) Numirul 1999 este numirul care are suma cifrelor cea mai mare fati de
toate numerele de la 1 la 2010. Numerele naturale mai mici decat 1999 se grupeazi

astfel: (1,1998 ( 2;199F (, 3;1996 , (., 999;100 In fiecare grupi, suma cifrelor este

28. Suma cifrelor celorlalte numere rimase este: 28 pentru numdirul 1999, 2 pentru
numadrul 2000, 3 pentru numadrul 2001, .., 11 pentru numarul 2009, 3 pentru numdarul
2010.Asadar, suma cifrelor numdrului A este
00908+ 28+ 2 3 4 5 6 7 8 9§ 1 ¥ 3 280

b) Numirul 28068 se divide cu 3 dar nu se divide cu 9, deci, numirul A nu este pitrat
perfect.

¢) Oticum s-ar schimba ordinea cifrelor numarului A, suma cifrelor va rimane aceeasi.
Rezultd cid nu se obtine nici un numdr patrat perfect.

Numerele 94, 126 si 174 impdrtite pe rand la acelasi numar natural n de doud cifre se
obtine de fiecare data acelasi rest r. Sa se afle impartitorul si restul.
O.L.M. 2010, Mures

Solutie :  94=nlc, +r )
126=nl¢, +r @
174=nle, +r )

@-@ = nl(c, —¢,) =32
(3) - (2) = n[(03 _Cz) =48
@-@® = nlc;—¢) =80
= n este divizor comun al numerelor 32, 48 si 80. Calculand (32, 48, 80) obtinem 16.

indep]inesc conditiile problemei toti divizorii lui 16 care au doua cifre, adicd 16. = restul
este egal cu 14.

CLASA aVlIl-a

1. E=(a+ 1)+ 2)(c+3)(d+4), undea, b, ¢, dsunt numere reale pozitive astfel
incat:ab = 2si cd = 27. Aratatica E > 576
loniga Samuel , Breanesti
Rezolvare: aTHZ\/a-1=>a+122\/E
a+?2
> >Vb-2=b+22=2V2b
c+3
> >vVc-3=c+3>2V3c
d+4
—= Vd-4=d+122V4d
Deci:E >2*v2:3:4-a-b-c-d=2%V2-3-4:2-33=2%.4/24-34 =
=2%.22.32=26.32=(23%-3)2=24%2=576
2. Catetele de lungimi ki ¢ ale unui triunghi dreptunghic satisfac teda

\/b2 —6bJ/2+ 19+\/02 — 4c/ 3+ 1€<3. Determing lungimile laturilor triunghiului.

Valer Pop,O.L.M Neam
Rezolvare:Se mai poate s;cria/b2 —6bV2+ 19+\/c2 - 4o/ 3+ 16= =
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\/(b—3\/§)2 + 1+\/(c— 2\/_3f + 4. Dupi cum se veda/(b—3v2) + 1= 1si deci

\/(b—3\/§)2 + 1+\/ (c- 2\/_3)2 + 4>3 Comparand cu inegalitatea @lde probler
rezulti ci \/(b-3/2) + 1+, - 2/3) + 4=3 de unde se deduca b-3J2=0si c-
2\/§ = 0. Rezolvand aceste ediiaezulti b= 3\/§ si c= 2\/5 iar ipotenuza ag30.

Rezolvati ecuatia:
X+1 X+2 X+3 X+ 2013 ~
+ + +..+ = 2017
2 3 4 2014

Gh.Criciun,Ploiestj
Rezolvare:Daca x=1= 1+1+1+....+1=2013,suma avand 2013 termeni.
x>ty X+l 1+1
2 2

X+2 _ 1+2

> -
3 3

Xx+3_ 1+3

_ >
4 4

X+ 2013> 1+ 201

2014 2014
Analog daca XX 1= suma fractiilor date este mai mica ca 2013,degjgia solutie
este x=1.

—> suma fractiilor mai mare ca 2013.

Determinai numirul prim bc, stiind ci Jabc este un nuir natural.

Valer Pop, O.L.M Bistra-Nasaud,

Rezolvare:Numiarul abc trebuie § fie patrat perfect. Cu abcO Nrezuléi ci ¢
este diferit de 3i 7 iar cumbC este nurir prim rezulti ci c diferit de 5. Ridicand la

patrat numerele 11; 13; 17; 19, 21; 23; 27,5291 vedem & E: [1{29, 41, 61, 89}.

Numerele naturale nenule a, b §i numarul real x verificd relatia x =/a— \/B =4/ \/5 +b

S4 se arate cid \/5 —\/B =1.Demonstrati cd x este numir irational
Gh.Bumbdcea, Bugteni O.1.M Prahova
Rezolvare:: a) Ridicim la pitrat si obtinem a— Jb=+va+b sau a-b-a-+vb=0
sau (JE—\/E)(\/EH\/—[)) —(\/—a+\/—b) =0 sau (\/5 + \/BX\/E -Jb —1): Osi cum
\/5+\/B # 0 rezulti \/5—\/6 =1
b)Avem \/5 = \/B +1 si prin ridicare la patrat deducem ci a=b+1+ 2\6 , de unde

Jb = a_b_lmQ.Dar bON* sideci +b OQ*. Asadar existi N0 N* astfel inct
2
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x=nf +n+l

b=n? §idecia:(n+1)2.Avem ,{=X0OR-Q
nz(n2+ n+1(( n+1)

ClasaaVlll-a
L Si se arate 3+ ab-— 2(«/21+\/T3) = 0,04 d1[0,1].

AngelaTigaeru
Rezolvare

Se arat ci 3+ab—2(\/5+\/_b)=(1— a(1- Q+(\/_a— ])2+(\/_b— ])2 sau @
3+ab-2(Va+vb)=2(1-Va)(=Vh+(Vab §

Demonstréd ca dad a, b si n sunt numere naturale nenule astfel in §1+\/E =n,
a

b
atunci nunirul A:\/n+\/n+...+ n++ e/ nt2 este natural.

2014 radicali

Lucian Petrescu, Tulcea,O.L.M Bucitie

Rezolvare

Ridicand la jtrat relaia din ipotez obtinem E+§ = aZ;bbz =n?2-20N. Putem
considera(a, b) =1. Fragia ﬂ este ireductibdl , decia=b=1. Oljinem
n=2,A=2 *

3. Se considertriunghiul echilateraRBCsi triunghiul BCD situate in plane
perpendiculare. Fi® mijlocul segmentulu{AD] si G centrul de greutate al

triunghiului ABC. Daci DG [J( MBC) , demonstrg ci triunghiul BCD este

dreptunghic isoscel.

Mircea Fianu, O.L.M Bucurgi
Rezolvare
Fie N mijlocul segmentulu[ BC] . PuncteleA, G si N sunt coliniaresi AN 0 BC(1)

Cum pG 0(MBC). rezult ca DG O BC(2)
Din (1) si (2) deducem& BC O ( AND), deci dreapt®N este mediatoare a
segmentulufBc], prin urmare, triunghiuBDC este isoscel cB = DC. in

triunghiul dreptunghidAND avem NM =%(3). Daa P este mijlocul segmentului

[AG] si {R} = DGn MN, atunci[PM] este linie mijlocie in triunghiuADG, de
unde deducemﬁc[GR] este linie mijlocie Tn triunghiuNPM, deciR este mijlocul

segmentulu[MN] . Cum DR O MN, rezult ci triunghiul DMN este isoscel cu
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DN = DM :£(4) .Din (3)si (4) olxinem @& triunghiul MDN este echilateral.
2

Triunghiurile ANCsi AND sunt congruente (C. U.), defjp = NC:E, adia
2

triunghiul DBC este dreptunghic .

Se consider cubul ABCDA'B’'C’D’avand latura de 12 crgi punctul EO (BB’). Sa
se determine lungimea segmentului Bind ca planele (D’AC)si (EAC) sunt
perpendiculare.

Eugeniu Bjuz, Baciu
Rezolvare

A B
D C

A B

Din DD’ O (ABC), DO O AC rezula ca D’O O AC si analog EOO AC, ceea ce
demonstreaz ca unghiul dintre planele (D'ACki (EAC) este<«D’OE si cum

planele sunt perpendiculare reduti m(«D’'OE) = 9(F.Sestie ca D'B’ = AB \/E

ABv2
asadar D'B’ = 12\/5, DO = %'\/_ prin urmare DO = 6/5 si aplicand teorema

lui Pitagora se #seste:Din A D’'DO: D'0O? = D'D? + DO?, de unde D' = 216;Din
A EBO: EC = EB? + BO?, adar EG = EB® + 72. DinA D'B'E: D'E?=D'B'? +
B’E?, de unde D’'B= 288 + (12 — EB) si efectuand calculele se fie D'E? = 432
- 24CEB + EF 'Din A D'OE (m(xD'OE) = 9(*) se ohineD’E? = D’0? + EC adici
432 - 24EB + EB = 216 + EB + 72,si efectuand calculele se e EB = 6 cm.

Determinai numerele real& si y care verifié egalitatea:
32x2—-2x+ 1By —=2y+3)—4=0
lonigg Samuel , Barnesti
Rezolvare:

2~z 1= 2(x —x+3) =2 1)11_2( )
X X = X X 2— X 2 4— X 2

2 1,2 8 1\ 8 8
3y2—2y+3=3(y2—§y+1)=3[(y——) +—]=3(y——) t323

3/ "9 3/ '3
Deci:
18
3-(2x2—2x+1)(3y2—2y+3)23-E-§=4,(V)x,yER
Egalitatea are loc pentw—% = Osiy—§= 0 =>x= %Si y:%
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