Concursul interjudetean de matematica UNIREA 2015
Editia a 14-a
Focsani, Ianuarie 2015

Clasa a 8-a

Problema 1. Determinati numerele naturale prime p si ¢, p > ¢ stiind ca

p(1+ 3pq) + q(1 — 3pg) = p°* — ¢°.

Problema 2. Fie a,b,c > 0. Sa se arate ca:
a 11 4 1.
(2) 7 < s(5+2)s

1 1 1 1,01 1 1
(b) 4a2?+bc + 4b2%+ca + 4c%+-ab < 4((12 + b2 + 02)'

Problema 3. Fie trapezul ABCD cu AB||CD, AB = 8, BC = 12,CD = 4 si

A

m(B) = 60°. Consideram punctul R € (CB) astfel incat CR = 4 si punctul E astfel
incat FAL(ABC) si EA = x.

(a) Daca d(E, BC) = 8, sa se afle z;
(b) Sa se afle distanta de la punctul D la planul (EAR).

Problema 4. Fie tetraedrul ABCD in care AB-CD = AD - BC si AB # AD.

(a) Sa se arate ca bisectoarele unghiurilor ZBAD, ZBCD si dreapta BD sunt con-
curente intr-un punct S.

(b) Daca punctele R € (AB),T € (AD),V € (BC),P € (CD) sunt alese astfel
incat BR = TD si BV = PD iar E,O, F sunt mijloacele segmentelor (RT'), (BD),
respectiv (V P), aratati ca planele (EOF) si (ASC') sunt paralele.

Timp de lucru 3 ore
Fiecare problema va fi notata cu maxim 7 puncte
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Problema 1. Determinati numerele naturale prime p si ¢, p > ¢ stiind ca

p(1+ 3pq) + q(1 — 3pg) = p* — ¢°.

Cristina gi Mihai Vijdeluc

Solutie

DA G = (P = 1) e, 3 puncte
p—q =z, atunci 2¢ = (z — 1)z(x + 1), deci 3|2¢, deci ¢ =3 .ceeovveeirnn. 3 puncte
T =2 dECTL P = D oo 1 punct

Problema 2. Fie a,b,c > 0. Sa se arate ca:
a 171, 1y.
(8) e < s(5+2)s

1 1 1 1
(b) 4a2+bc + 4b2+ca + 4c24ab — Z_L( + b2 + 02)

Enache Patrascu

Solutie

a) =2 < B s 8abe < 4a2D+4a7 FDC oo, 2 puncte
4a2+bc 8bc

& b(2a—c)? + a(2a = D)2 0 e 2 puncte

b) 54— <1 , deci S < ..................................................... 1 punct

( 4a?+bc 8 ab

Dar ) = <3 %, ﬁnahzare ...................................................................... 2 puncte

Problema 3. Fie trapezul ABCD cu AB||CD, AB = 8, BC = 12,CD = 4 si
m(B) = 60°. Consideram punctul R € (C'B) astfel incat CR = 4 si punctul E astfel



incat FAL(ABC) si EA = =x.
(a) Daca d(E, BC) = 8, sa se afle x;
(b) Sa se afle distanta de la punctul D la planul (EAR).

oKk
Solutie
(a) Daca T este piciorul perpendicularei din A pe BC, atunci AT = 41/3 .. 2 puncte
A =4 o 2 puncte
(b) d(D, (EAR)) = DR ..oooiiiiiiiiiii e 2 puncte
DR = AN3 oo 1 punct

Problema 4. Fie tetraedrul ABCD in care AB-CD = AD - BC i AB # AD.

(a) Sa se arate ca bisectoarele unghiurilor ZBAD, ZBCD si dreapta BD sunt con-
curente intr-un punct S.

(b) Daca punctele R € (AB),T € (AD),V € (BC),P € (CD) sunt alese astfel
incat BR = TD si BV = PD iar E, O, F sunt mijloacele segmentelor (RT'), (BD),
respectiv (V P), aratati ca planele (EOF') si (ASC') sunt paralele.

Enache Patragcu, Cornel Noana

Solutie

Fie AS bisectoarea unghiului BAD), atunci g—LB) = ﬁ—g = g—g = g—g ............ 1 punct
deci C'S este bisectoarea lui BC'D si bisectoarele unghiurilor BAD, BCD si BD sunt
CONCUTENEE TT1 .S 1ottt e e e e e e e eananes 2 puncte

(b) Fie N simetricul lui 7" fata de O. ON = OD,OT = ON deci BN DT paralel-
ogram, deci BN||AD, BN = AD. Deci FO este linie mijlocie in RT'N, deic EO||RN,
deci EO||AS. Analog EO||SC, deci (EOS)|[(ASC) .cooviiiiiiiiiiiiiiiic, 4 puncte



