Concursul interjudetean de matematica UNIREA 2015
Editia a 14-a
Focsani, Ianuarie 2015

Clasa a 9-a

Problema 1. Se considera o multime G' C R care satisface simultan proprietatile:

(i) 1 € G;
(i) daca = € G atunci vz + 2 € G;
(iii) daca v +3 € G atunci z + 4 € G.

Aratati ca v/2015 € G.

Problema 2. (a) Fie x,y numere reale, x >y . Aratati ca
2}y —4) — 2y’ —4) > P — 47+ 4y

(b) Aritati cd partea intreagd a numarului S =1+ 1+ § + ... + 135 este 5.

Problema 3. (a) Dacd az? + bz + ¢ < 0,V > 2015, a # 0 aritati cd a < 0.

(b) Fie (an)n>0, (bn)n>0 si (¢n)n>0 progresii aritmetice cu termenii pozitivi si ecuatiile
E, :anz® —2b,x + ¢, =0,n € N.

Daca M = {n € N: E,, are solutii reale} are 2015 elemente, aratati ca 2015 ¢ M.

Problema 4. Fie triunghiul ABC si M un punct interior acestuia. Notam cu
{S} =AM NBC,{N} =BMnNAC,{P} =CMnNABsi {O} = AM N PN. Daca
AM =2MS si g—g = x. Sa se arate ca:

(a)m: 2z @;ﬁ:%ﬁﬁ;

3z+1
(b) Mijloacele segmentelor (AB), (AC) si O sunt trei puncte coliniare.

Timp de lucru 3 ore
Fiecare problema va fi notata cu maxim 7 puncte
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Lucian Dragomir

Solutie

1eG=2>V3eG@=24eG=V6eEG=2T7TeG=23=V9¢€G oo 3 puncte
Fie P(n) : 3n € G,n € N*. P(1) este deci adevarata. Aratam ca P(n) = P(n+ 1)
.................................................................................................................... 2 puncte
Daca 3n € G, atunciv/3n + 2 € G deci 3n+3 € G, adica P(n+1). Deci 2013 € G, deci
V2015 € G oo 3 puncte

Problema 2. (a) Fie x,y numere reale, x >y . Aratati ca
2y —4) -2y —4) >y — 4P 4y

(b) Aritati cd partea intreagd a numéarului S =1+ 1+ 3 + ... + 135 este 5.

Enache Patragcu



Solutie

.................................................................................................................... 3 puncte
— 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(b)lsT 11+%+§+1ZT5+(61+?+§2) +2(§2+12_0+1H)1+.1“+<ﬁj_5{+%%) f =
1+§+3§+%+53+(%+5T§1:...TE) = 1t5+§+zﬁg+(lg+7l+g)+...j %1—9+§E+3ﬁ Jgﬁ <
< 1+5+§+Z+5+(5+7+§>+(§+E+_1)+ﬁ+ﬁ+ﬁ < 1+§+§+Z+5+1_ <6
.................................................................................................................... 2 puncte
— 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o= } +15 le 51—{—14_1 +15 "o T (? " §1+ g) jQL 2 —{—Q(ml—i_lﬁﬂjL 126 +1E71+ @ ~
S e T e G ) >
> 155+ttt (Grg ) HGtats) Tty > ettt ts+(5+H)+s >
>4+§+%+%:4+%§ D SR 2 puncte

Problema 3. (a) Dacd az? + bz + ¢ < 0,V > 2015,a # 0 ardtati cd a < 0.

(b) Fie (an)n>0, (bn)n>0 si (¢n)n>0 progresii aritmetice cu termenii pozitivi si ecuatiile
E, :apx® — 2b,x + ¢, =0,n € N.

Daca M = {n € N: E,, are solutii reale} are 2015 elemente, aratati ca 2015 ¢ M.

Cristi Savescu

Solutie
(2) 0> az? + bz +c = al(+ 2)% 4 (F3)] oovrerrmrrerrieeeeceeeeceee s 1 punct
Pentru z suficient de mare (z + )%+ (73) > 0, de unde @ < 0 ....ccoccoecee 2 punct

(b) Fie A, = 4b? — 4a,c, discriminantul ecuatiei E,. Notand a, = ag + nr; si
analoagele, obtinem A,, = 4(b3 +n?r3 4+ 2nbyry — agc, — agnrs — conry — n’ryrs), adica
A, = 4[n2(r3 —rir3) + n(2bgry — agrs — cor1) + (D3 — agCo)] oveeeeieiieee. 1 punct

Intrucat ecuatiile E, nu mai au solutii reale de la un n incolo (sa zicem ng), A, < 0
pentru orice n > ng, atunci coeficientul lui n? trebuie s fie negativ: 73 < ryrs.

Atunci cele 2015 valori ale lui n € M sunt valorile lui n pentru care A, > 0, iar cum
coeficientul lui n? in 4[n?(r3 — rir3) +n(2bgra — agrs — cor1) + (b3 — apco)| este negativ,
atunci numerele n € M sunt numere consecutive cuprinse intre solutiile n; < ny ale

ecuatiei 4[n?(r3 — rir3) +n(2bgre — agrs — cor1) + (b3 — agco)] =0 oo, 1 punct
De aici rezulta ca ny > 0, altfel toate solutiile acesteia ar fi negative.

Obervam ca ratiile progresiilor sunt numere pozitive, alftel, daca de exemplu r; < 0

atunci e+, = a e <a (== ceea ce contrazice faptul ca toti
t (a0t o+ a3j11<0+ a3j11<0, t faptul ca tot
—
termenii progresiilor sunt pozitivi.
~ o o b2—agc .
Presupunand ca bg < apCy, ne-ar rezulta ca ning = $—— > 0 sl ny + ny =

rTo—rir3



2bora—agrz—cor 2.2 __ : _
—W. Dar agrs + cor1 > 2y/agcorirs > 24/bgrs = 2bgry, deci ny + ng =

W < 0. De aici ar rezulta ca n; < ng <0, deci M ar avea maxim un el-
2

ement, CONtTadiCtie. ... 1 punct

Atunci b2 > agcy, adica Ay > 0, deci 0 € M. Cum numerele M are elementele numere
consecutive, daca 2015 € M, atunci am avea {0, 1,2, ...,2015} C M, deci |M| > 2016,
(€70} 011 = Y6 1161 13 L E PSPPI 1 punct

Problema 4. Fie triunghiul ABC gi M un punct interior acestuia. Notam cu
{S} = AMNBC,{N}=BMnNAC,{P} =CMnABsi {O} = AMNPN. Daca
AM =2MS si 2 S—B = x. Sa se arate ca:

a) AN = 2= /ﬁ AP = 131@;

3z+1
(b) Mijloacele segmentelor (AB), (AC) si O sunt trei puncte coliniare.

Enache Patragcu

Solutie

(a) In triunghiul ASC, N — M — B, dem NC = 2L deci ,W 3“1@ 2 puncte
In triunghiul ABS, P— M —C, de(21 == = +1’ deci AP = E ............ 2 puncte
(b) ABNC,5—M—A = X = - +1,ABNPM O—A= gL =31 —p Atunci
A0 = 1+pﬁ+ prW Zf’l AP+ 351} AN = lﬁ deci O este mijlocul lui (AS)

................................................................................................................... 3 puncte



