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Olimpiada Nationala de Matematica 2015
Etapa locala — Iasi, 23 ianuarie 2015

CLASAAIX A

Sd se rezolve ecuatiile:

1 2
3 3, rTeER .

2

Jx¥-3x+2] = “*

a)

=1 2_
o) {’72 }_l:n 3 nJ =n,neZ, unde [x] este partea intreagd a numarului x.

Fie ¥1. %z, X002 =0 ¢y 5 . Dacd %1 = X.-1, arétali ca:

Fie a4BC cu G si [ centrul de greutate, respectiv centrul cercului inscris in a 4BC, iar

M un punct in planul triunghiului. Sa se demonstreze:
a) MA+MB+MC =3- MG
b) aMA+bMB +cMC =(a+b+c)-MI, cunotatiile a = BC,b=AC,c= AB.

¢) Daca v=aGA+bGB+cGC si u=1I4 +E3+f, sd se arate ¢ vectorii v sl u sunt

~

coliniari Si  3-

“

;}=(a+b+c)~

Pe laturile [AB],[BC ],[CD],[DA] ale paralelogramului 4BCD se considera punctele
M, N, P si respectiv Q.
a) Aratati ca MN + OP este coliniar cu AC < NP+ MO este coliniar cu BD .

b) Indicati 4 puncte M, N, P, O pentru care echivalenta de la punctul a) are loc.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problemd este notatd cu 7 puncte.

Olimpiada Nationald de Matematici 2015 - etapa locala, clasa a IX-a, SUBIECT
Judetul IAS], 23 ianuarie 2015
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CLASA a X-a

Subiectul 1.

o fE 3
a) Calculati (+/5-1)".
b) Determinati cate numere naturale nenule » verifica inegalitatea:
. .. K" = <1-2325
= = B A A E— [ — Ta Ty
3+3741  35+%8:%a Y s S T

Subiectul 2.

Dacad age (0, 1), k=1,n,ne N', demonstrati inegalitatea:

3 7 n
log,, T oI +log,, S S ST log,, T Izn

- &y &7 Gy

R S8

6y @7 gy Gy 63

Subiectul 3.
a) Daca a, z, z' € C, aratati ca ‘Z+a‘+‘z’+a‘ 2'2—2".

zk+a‘2n|z—1’.

2n
Z‘ =1,neN", aratati ca Z
k=1

b) Daca a, z € C,

Subiectul 4.

Fie 4 un punct al cercului cu centrul in originea reperului cartezian xOy si de raza 1, astfel incat

——\ T
p(x()A) =—.

6
a) Determinati ecuatia binoma de grad minim, avand coeficienti reali, pentru care una dintre

radacini sa fie afixul punctului 4;
b) Aflati aria poligonului cu varfurile 4;, unde 4; sunt imaginile geometrice ale ecuatiei de la

punctul a).

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare subiect este notat cu 7 puncte.

Olimpiaéa Nationald de Matematicd 2015 — etapa locala, clasa a X-a, SUBIECT
Judetul TASI, 23 ianuarie 2015
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CLASA aXlI-a

Subiect 1

— . o 3
Determinati numerele reale a si b astfel incat: lim ————=—.
x—2 x=2 4

Subiect 2

=X _,+X

n+2 n+l no

1
J si sirul (x,),., definit prin x neN,x,=0,x =1

Considerim matricea A4 :(1 {

X X

n n+l

. n xn7 xn . *
a) Aratatica 4 =[ 1 j, pentru orice ne N .

b) Arétati, folosind eventual punctul a), cd x,,,x x> =(-1)", pentru orice ne N .

n-1"

Subiect 3

si C(4)={XeM;(C)/4-X =X A

o @ O

0 0
Fie matricea ﬁ =1 0
2 1

a) Aritati cd daca X e C(4), atunci exista a,b,c e C astfel incat X =

o o Q
S Q O
< O O

b) Demonstrati ca ecuatia X = O, are o infinitate de solutii in M;(C).

¢) Aratati ca ecuatia X~ = 4 nu are solutii in M;(C).

Subiect 4
Consideram sirul (a” )”Zl si propozitiile :

(R) Sirul x, =a,, —a,.ne N’ este convergent la zero.

n+l no

(P) Sirul y, =max(a,,a,,),ne N este convergent

Olimpia'da Nationalad de Matematicd 2015 - etapa locala, clasa a XI-a, SUBIECT
Judetul IASI, 23 ianuarie 2015
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(P,) Sirul (a,)  este convergent.
Aratati ca:

a) B nuimplica P,

b) P, nuimplicd P,

¢) P si P implica 7.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare subiect este notat cu 7 puncte.

Olimpiada Nationala de Matematicd 2015 — etapa locala, clasa a XI-a, SUBIECT
Judetul IAS], 23 ianuarie 2015
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CLASA A XII-A
Problema 1

. . x—148inx —cosx T
Fie functia f:[0,4+00) > R, f(x)= —+——— . Determinati primitiva F:[0,4+0) >R a
x+e™ +sinx

functiei /', stiind ca F(O) =l

Problema 2
Pe intervalul G, =(a,+») cu a € R, se defineste legea de compozitie * : G, xG, — G, prin
x*y=xy—ax—ay+a’ +a.

a) Demonstrati ca (G,, *) este grup abelian.

b) Demonstrati ca oricare ar fi numarul real a, grupul (Ga,*) este izomorf cu grupul (R+ ) al

numerelor reale pozitive in raport cu inmultirea.

. *
¢) Calculati x; =x*x*.*x,neN .
] %/_/

n ori

Problema 3

Fie (G,-) un grup finit cu nelemente, n e N,n>2 . Daca functiile f,:G —>G ,

f(x)=x"ke{l,2,...,n—1} sunt automorfisme ale grupului (G,-), demonstrati ¢ » este numar prim.

Problema 4

Determinati functiile derivabile f :[O, 1] — R care Indeplinesc simultan urmatoarele conditii:
(1) derivata f'este continud si 0 < f’(x) <1, oricare ar fi x € [0,1] :

2) f(0)=0
$i ﬂ
£

~

(3) pentru o primitivd  F a functiei f* cu F(0)=0,avem F(1)=

Nota: Timp de lucru: 3 ore. Pentru fiecare problemd se acordd de la 0 la 7 puncte .

Olimpiz;da Nationald de Matematica 2015 — etapa locald, clasa a XII-a, SUBIECT
Judetul IAS], 23 ianuarie 2015
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CLASAAIX A
Problema 1. Sa se rezolve ecuatiile:
. 1 2
X*=-3x+2=|W-5l-3
a)l I | 3 3], veR
n—1 n—n . . . )
b) 5 + : =n,ne’/, unde [x] este partea intreagd a numarului x.
Solutie si barem
a) Prelucrand ecuatia se obtine:
.\,2_3\. 8_|?‘,. 1|_0 Vﬂ__:i,., 4 |_‘. 1 _0
I © Pr3TPREEITY say 2. f T i R Ip
1
¥ e — - . 2 ao i T
Dacd ~ 3 atunci, din 1. rezultd ecuatia 3x* — 6x + 7/ =0 care nu are solutii reale, iar din 2. Rezultd
L6+l 6-421 1
ecuatia 3v* — 12¥x+3 =10 cusolutiile ™ = 3 Si"* 7 3 ambele mai mari decat 3. ..... Ip

;3
. X > & ; o e .2 - .. - o . .
Daca 3 atunci, din 1. rezulta ecuatia x* —4x +3 =10 cu solutiile *a =1 i ¥z =3 iar din 2.

1
Rezultd ecuatia ¥* - 2x+ 1 =10 cusolutiile ** ~ *3 ~ 1>3
Asadar, multimea solutiilor ecuatiei este 5 = L1 3] .. e, Ip
b)

{_”;l}zk@ks—nz—l <k+1=>2k<n-1<2k+2=2k+1<n<2k+3=>ne{2k+1,2k+2}....1p

Dacd n=2k+1, ke Z:

k{n’l_n}{kH@l'(zkﬂ)z(2k+1)}=k+1®{(2k+;)(2k)}k+1<:>

3 3

2k (2k +1

@k+1s%<k+2@3k+3g4k2+2k<3k+6}—(3k+3)

0<4k’-k-3<3, ke Z= 4k’ —k-3eZ. Analizim situatiile:

) = 1
4k‘—k—3=02ki:%gz,kzz%:lez

Olimpiacia Nationald de Matematica 2015 - etapa locald, clasa a IX-a, BAREM
Judetul TASI, 23 ianuarie 2015
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A —k-3=1= 4k’ —k-4=0,A=65%pp

4k —k-3=2=k, :%:—1,@:1—%2%2

ke{—l,l}:ne{—lJ} ....................................................................................................................... 2p

Daca n=2k+2,keZ:

=1 2
k{-——n(z )j|:2k+2<:>{(2k+2)3(2k+1)}:k+2©k+2££+—36k—+2<k+3<:>

3k+6<4k” +6k+2 <3k +9|-3k—6 < 0< 4k’ + 3k —4 <3. Analizam situatiile:
4k’ +3k-4=0=>A=T3#pp
4k +3k-4=1=A=89% pp

4k* +3k—4=2= A=105% pp.Nuavem solutii in acest caz. .......... ............cceeeveeee1p

X = Q
Problema 2. Fie ¥1.%z,...%.,0 0 cu = . Dacd X1 = X._a, aratati ca:
S %3 a
I ..
it F xpaqet 2
=1 A
Solutie si barem
Avem
x 3 x4 XXz 1
— rry L, o=
= i B HERET L, cvinrmrmramsrorsssnsmrosms o o e s s s s s A s e 2p
%" X Xis Xis
e e e T =
Xt Xaa Xt Xagat SO U ST RSO U U U SO UUUUUUUU SO TP URUTURTRRURURRION 2p
Adunand relatiile pentru { = 1.2, ...,7 obtinem
Z _ X s Z};; B E':':i_}‘; _ Z‘i‘:ik’; = _C;Z
P “ 2 2 2 ,
=5 Td sesesmesesses s s s o s s e S e AR B E ASEREY WS e Jp

Problema 3. Fie aABC cu G si [ centrul de greutate, respectiv centrul cercului inscris in
aABC , iar M un punct in planul triunghiului. S& se demonstreze:

a) MA+MB+MC =3- MG
b) am+bm+cm=(a+b+c)-M,cunota‘giile d=BCb=AC.¢=4B.

Olimpiada Nationald de Matematica 2015 - etapa local3, clasa a IX-a, BAREM
Judetul IASI, 23 ianuarie 2015
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c) Daca v=aGA+bGB +cGC si u=IA+IB+IC, si se arate ca vectorii v s u sunt
coliniari si

v :(a+b+c)-’;‘

e 3
-

Solutie si barem

a) Fie D mijlocul lui (BC) :VB:AM%MC. Daca G este centrul de greutate 3%:—2:
e 0 o T o o Dl ey D o
= MG=——MA+ MD:—MA+—-—(MB+MC)=—(MA+MB+MC) .................................. 2p
1+2 1+2 3 3 2 3

b) Fie [AE si [BF bisectoarele unghiurilor 4 si B, E e (BC),F e(AC).

. ) . BE B4 c¢ . EB &
Din teorema bisectoarel > —=——=— §1 > —==——;
EC AC b EC b

~ 4 c(b+
! e(AE), (BI bisectoarea unghiului B :%:— ( c) = ke

ac a
e -
ME=—>— B+ b Jf6 = 2B e
1+E 1+E btc
b b
b+c - e
Vi - 1 7y aMA . b+c 'bMB+cMC:aMA+bMB+cMC ........... 2
b+e b+e a+b+c a+b+c b+c a+b+c
1+ 1+
a a
¢) Daci in b) considerdm M = G atunci v=aGA+bGB+c¢GC =(a+b+c)-GI
Daca in a) consideram M = [ atunci u=IA+1B+1C=3-1G.
Observam ca ﬁ:—%Zt:;z(a+b+c)-{—§&j:—a+§+cﬁ — vectorii v si u sunt coliniari.
=l _|la+b+c| |- i -
= -u@Bbv’:(a+b+c)-u ........................................................................................... 3p

Problema 4. Pe laturile [AB],[BC ],[CD],[DA] ale paralelogramului 4BCD se considera
punctele M, N, P si respectiv Q.

a) Aratati cd MN + QP este coliniar cu AC < NP+ J\TQ este coliniar cu BD.

b) Indicati 4 puncte M, N, P, Q pentru care echivalenta de la punctul a) are loc.

Olimpiada Nationald de Matematica 2015 — etapa locala, clasa a IX-a, BAREM
Judetul IASI, 23 ianuarie 2015
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Solutie si barem

AB=7.BC =5, AMza, BN:b, CP:c,Dde
AB BC CD DA

MN:W+W=(E—m)+ﬁf:(ﬁ—a-ﬁ)+b-;=(1—a)$+b-;

Q—PzQ—ﬁ+ﬁ:+d;+(D—C—P—C>:+d;+(ﬁ—ch)=(l—c)~;¢+d-\7

W+Q7’=Zt(2—a—c)+;(b+d) ....................................................................................................... 2p
AC S AV oot ees et s e e e e es e s e eene nreeees Ip
2_T_c:b:d:>2=a+b+c+d ..................................................................................................... 1p
Analog, W+M—Q coliniar cu BD < 2=a+b+c+d

a) M—N+Q—P coliniar cu AC < a+b+c+d=2 ﬁ+@ coliniar cu BD ......oooeveeecers e 2p

b) Putem considera mijloacele laturilor [AB],[BC],[CD],[DA]. ........................................................ Ip
Notd: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzator.

Olimpiada Nationald de Matematica 2015 — etapa local3, clasa a IX-a, BAREM
Judetul IAS], 23 ianuarie 2015
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Clasa a X-a

Subiectul 1.
a) Calculati (+/5-1)".

b) Determinati cate numere naturale nenule » verifica inegalitatea:
% 1 1
- + + s T

Ye+ia it D%+ in (na 0+ 2

Solutie Si barem

I L Sk 1 L TS P Ip
b) Se amplifica fiecare fractie din membrul stang cu expresia conjugata Si dupa reducerea
. . . . L )
termenilor se obtine inegalitatea * ¥7 +1 — 1 <1-2Y&mN8 ... ..o, 2p
Din a) inegalitatea se mai poate scrie: YU+ 1 <1+ %5 . DD
Prin ridicare la cub urmeaza cAn € 15+ 8V5 . . i i i Ip
Cum 15+ 8%v3 € (32,33)=>n e {1,2, ..., 32}, deci sunt 32 numere...... .2p
Subiectul 2. Daci ape (0, 1), k= 1,11, ne N', demonstrati inegalitatea:
mn n kil
log,, S P § +log,, Tttt log,, II_Izn
&g =7  @p &y &3  Op &y @2 G
Solulie Si barem
Se aplica inegalitatea dintre media armonica Si media geometrica obtinandu-se » inegalitati:
, 1 . .
;Og‘.\i 1 1 1 B.ﬁiug_:;‘;‘falﬂg e iy log,; :'-GFIG:<"ar:--’
I s e - . _Tn
Gy Gy Gy = n L= L2
Prin adunare membru cu membru se obtine:
ki _ 1 . n
log., +-'Jg:; ; > t...tiog,, > >
2L 1 =1 i 1 L | 1 1 /2
h—+ﬁi+"‘+,\ = — i e = S Bl
Gy Ga [ (2] Qg By mor ™ 4 Gg Q
n+ (l0g,, 2z +10gs, Q1)+ +ilo8s, @, g +Hog,, , a,)
PP PO PRPP
T : log..or+10g,.a; . . L .
Aplicand inegalitatea = =i i7" > 2 pentru toate parantezele din expresia anterioara se obtine
_ n +1 n + . n
=g Wg. veo = 0E ..
=i 1 1 e 1 1 1 i 1
,}+T+“"+n = ¥y T I M 2w
(5} Qz Qo [EF Y o 2RV (e &g (2o
n4+n—-13-24n-23-24 42
= n Si in continuare rezultd inegalitatea cerutd.....................oooill 2p

.
7= < 1- 24 2=/5.

Olimpia'da Nationala de Matematicd 2015 — etapa locala
Judetul IASI, 23 ianuarie 2015
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Semnul ,,=" are loc dacd Si numai daca @1 = @z = " = Qa1
2 rd p

Subiectul 3. a) Dacé a, z, z'€ C, aratati ca ‘z + a‘ +

Z'+a‘2|z—z'|.

2
zlzl,neN*,aréta;i ca i’zk+a‘2n’z—1|.
k=1

b) Daca a,zeC,

Solutie si barem

a) ]zl:|—zf:>‘z+a|+|z’+a‘Z‘Z+a‘+}—z’—a| 6KV LS SRS £ 6§ SOOI § £ 3 G BARESS § ¢ Sansennssmvansaennaca o s s v D)

‘z+a|+|z'+alz‘z+a—z’—a’:|z—z" .............................................................................. Ip
2

b) Zn: F +a‘ 2122” +a‘+‘zzn_l +a’+.‘.+‘z2 +a‘+!z+a’ ...................................................... Ip
k=1

2n

szJra‘Z‘zz”—Zzn_l'Jr ..+‘22—Z’ .............................................................................. Ip

k=1

2n R

Z ZF +a‘ Z('zzn_l‘ +’22”_J +...+|Z|)|Z—1‘ = nlz—l‘ ............................................................ 2p

k=1

Subiectul 4. Fie 4 un punct al cercului cu centrul [In originea reperului cartezian xOy si de raza 1,
R, TE
astfel [Incat u(xOA) = e

a) Determinati ecuatia binoma de grad minim, avand coeficienti reali, pentru care una dintre
radacini sa fie afixul punctului 4;

b) Aflati aria poligonului cu varfurile 4, unde 4; sunt imaginile geometrice ale ecuatiei de la
punctul a).

Solulie si barem
o % T .. T . o,
a)A(a)Siz'=b,aecC,beR,neN . a:cosgﬂsmg BLE T8 s < x5 s mommsmommsmssnrssemessassongosss ws P

)3‘\}‘

cos%ﬂ'sin%:beﬂ%z%:O:n:6k,keN* HU 8 24 5 SRGIGERE 11 §1 5 AR £ £ 4§ AR SRR A 113 Sl

2k . 2k —
b) Aizx) , z4 :cosTH—Tﬂ+is1nL6n,k: ,5,4pA,...As hexagonregulat ...........ccccceeeveeee 1p

A[AOAI...As]:6,4[OAOA1]:¥ ........................................................................... 2p

Notdi: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzdtor.

Olimpiacia Nationala de Matematica 2015 - etapa locala
Judetul IAS], 23 ianuarie 2015
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CLASA a XI-a Barem

Jxl=x+a-b

; - . . 3
Subiectul 1 Determinati numerele reale a si b astfel incat: lim =,
X2 x-2 4

Solutie si barem

2 _ _ [ 2 __
Daca \12+a—b>071%@:_w Si hm X x';a b=oo
- X— X —

N2

Nu exista limita data, contradictie. Analog pentru 2+ a —b <0 .Rezulta V2+a—-b=0.

Pentru b=+2+a,
Nl -x+a-2+a xP-x-2

= x=2 =2 (s~ DS —x+a+2 +a)

) x+1
lim

3
=L yx—x+a++2+a 242+a
Deci vV2+a=2—>a=2.Inconcluzie a=2,b=2.

N24a-b#0, Imposibil.......cc.oiii 3p

. Nx*—x+a-b 3
V2+a-b=0, lim S e 2p
%1 %—2 2J2+a

LG =2 =2 @S2 o s s vsnnns s 48 wamEUIRT § § 6HOIEHN § § % SRS § § S ISHES S5 § 8 DSBS 4 7 Ip
D o N 2 G T Ip

i 4
Subiectul 2 Considerim matricea A 2(1 J si sirul (x,),., definit prin

x/1+2 = xn+1 +xn’n € N’XO = 0’xl :1
- P n anl xn ¢ *
a) Aratatica A" = , pentru orice ne N .
xn ‘xn+1

b)  Ardtati, folosind eventual punctul a), cd x,,,x, , —x,” =(~1)", pentru orice ne N .

Olimpia;ia Nationald de Matematica 2015 — etapa locald, clasa a XI+a, BAREM
Judetul IAS], 23 ianuarie 2015
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Solutie si barem

Xo X y
, adevarat deoarece

a) Demonstram inductiv. Pentru # =1, trebuie aratat ca 4 = [
X, X
1 %

xo=0,x,=Lx,=1.

X X X X 0 1 X X
. k k-1 & ;e k k-1 k k K+ L
Fie A :{ j,atunm A = A -Az( j[ j:( " j,ceeacetrebmaaratat
X Xen X Xk 11 X1 Xpa2

b) Cum det(4") = (det 4)" = (-1)" s det(4") = X%, § =& *, rezultd concluzia.

n °

B VETITICAED wais 1 5 5 soman 5 ¢ & cmmmmms ¢ 5 5 cssmion 35 8 eiomsamais 5 § § GWRANEL B § 2p
Ph) > P(A+1) e, 2p
Il Bl Bl o ¢ oo s s s 12 s 5 5 s smuns sogwn 2 3 0 gmmena s » Ip
det(A") = X, 12X, | =X, ool 2p
0 0 0
Subiectul 3 Fie matricea ﬁ: 1 0 0fsiC(4) :{X€M3(C)/A-X =X-A}
210
a 0
a) Aratati ca dacd X € C(A), atunci existd a,b,c e C astfelincit X =| b a 0
¢c b a

b) Demonstrati ci ecuatia X~ = O, are o infinitate de solutii in M,(C).

¢) Aritati cd ecuatia X° = 4 nu are solutii in M, (C).

Solutie si barem

a b c
a) Fie X=|d e f|.DinA- X=X -Arezulta a=e=i,d=h,geCb=c= f =0 side aici concluzia.

g h i
0 0 0
b) De exemplu X =|b 0 0], b,ce C sunt solutii.
c b 0
a 0 0
¢) Fie X solutie, atunci X* = A4-X =X -4, conforma)rezultica X =|b a 0 |, apoi
c b a

Olimpiada Nationald de Matematica 2015 — etapa locala, clasa a XI+a, BAREM
Judetul IAS], 23 ianuarie 2015
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a 0 0
X3 _ 3 Zb 3 [T 3 = 3 _n. 27 _ 1. 17 2 a2
= a a 0 |sidin X" =Arezultd a” =0; 3a"h=1; 3ab” +3a°c =2, fals.

3ab® +3a’c 3a’b o

Prin urmare ecuatia nu are solutie.

) 3p
)55 5 5 50054050355 1« o it « # sssesnsepe 0. 0 s rmsns s . 8 sirnane 2p
€l & s swsmiois s 5 4 5 Barma § 5 4 SRR AR 5 £ RAEENEE § § G S 2p

Subiectul 4 Consideram sirul (an )n>] si propozitiile :
(P1) Sirul x, =a,,, —a,,ne N este convergent la zero.
(P,) Sirul y, =max(a,,a,,),ne N  este convergent

(P) Sirul (a” ),721 este convergent.
Aratati ca:
a) B nuimplica 2
b) P, nuimplica P,
¢) B si P implica P .

Solutie §i barem

_ 1 1 . I . ;
Consideram a, =1+—+...+—, atunci x, = —— converge la zero si (an) este divergent, a, — ©
n n+l . !

Consideram a, =(—1)", atunci y, =1, deci este convergent pe cind (an )nzl este divergent.

. . w . an+l +an + an+] -4, . «

Fie [si P, adevarate. Atunci y, = sia,,=a,+x,.Deducem ca
) 2
_ X, +|x,| _
2y =2a +x_ +|x, |, prinurmare a, =y — , deci convergent.
n n n n n yl’l

A) CREIPIU s oo mommnms s b cmmmmnsss s 6 mmmsn § 35 HEHEEIS 35 7 AESENERE 5 5 SAURGEAS 55 5 hihainmums o « « sovmmeon 2p
b) EXETNP I s s 55 0 swmmoums s s 5 3 smomman s s & 5 ommwmss 5 55 SSERamss & 5 3§ FRERINND ¥ ¥ & 5 SANHINES 5 5 9 BoWns 85 0 544 2p
O VORBIABIL s 5 5 5 s s 1 5 5 msumunns 5 3 SpRuHRS 35 4 LURHBRSE S 5 AHNEIE LETH § § RAHGRRRS 7 7 b dmncums 1.1 3 w2000 3p Ip

Notd: Orice alti solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzdtor.
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CLASA A XII-A
BAREM
Problema 1 Fie functia 7:[0,4+0) > R, f(x)= x~1+xleg5x—c.osx .
x+e + sin x
Determinati primitiva F:[0,+o0) - R a functiei /', stiind ca F'(0) =1,
Problema 1 Solutie si barem
x+2015 . x+2015
X+e +sinx—1-e — GOS8’ %
F(x)= TG = ssissnnisisinsminmmesmammmunsiesmmsmmsssmsmsmen somuwas srsntes 1
® J x+e £ sinx P
1= 215 _ 0o, x+e" " 4 sinx)
= j(l_ S e+ C = || 1—( e ) v+ C =
x+e" T +sinx x+e" T +sinx
:x—ln(x+e"'+2°li+sinx)+C .................................................................................................... 4p

Din F(0)=1 rezultd c& C =2016. Prin urmare F(x)=x—ln(x+e"*" +sinx)+2016.....2p

Problema 2 Pe intervalul G, = (a, +oo) cu a € R, se defineste legea de compozitie
*:G,xG, —>G, prin x*y=xy—ax—ay+a’ +a.

a) Demonstrati ca (G,,*)este grup abelian.

b) Demonstrati cd oricare ar fi numarul real a, grupul (Ga, *) este izomorf cu grupul (]Ri+ ) al

numerelor reale pozitive in raport cu inmultirea.

¢) Calculati x/ =x*x*..*x,neN .
%f_/

n ori

Problema 2 Solutie si barem

2) Se verifich AXIONIE1E GIUPWIUL .o i s summacs s sssssamsmmns e s s s snmmnn s s o s s wucsioos o5 s o s sosisoss o 4 # 5 asasemm momssmran 3p
b) Se aratd cd functia f:G, - G, definitd de f(x) = x—a este izomorfism de grupuri................... 2p
C) x*y—a=xy—ax—ay+a’ +a-a z(x—a)-(y—a)pentru orice X, Y € G, oovveveriiiieie Ip
Se aratd prin inductie ¢ X! =a+(x—a)" , VR EN ..o Ip
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Problema 3 Fie (G, ) un grup finit cu nelemente, ne N,n>2 . Daca functiile f,:G > G ,
f(x)=x"ke{l,2,..,n-1} sunt automorfisme ale grupului (G,-), demonstrati ca n este numar

prim.
Problema 3 Solutie si barem

Fie pprim cu p|n(existd deoarece neste mai mare decét 2). Prin urmare exista x € G astfel incat

Problema 4 Determinati functiile derivabile f :[0,1] — R care indeplinesc simultan urmatoarele
conditii:

(1) derivata f”este continua si 0< f'(x)<1, oricare ar fi x €[0,1];

(2) f(O)zO sl

R0}

(3) pentru o primitiva  F a functiei /* cu F(0)=0,avem F(1)=
J

Problema 4 Solutie si barem

Fie functia g:[O,l] — R definita prin g(x) = f* (x) - f’(x)f2 (x) si G o primitiva a functiei g cu

G(0)=0, G(x)=F(x)—§f3(x) .................................................................................... 2p
Se verifica faptul ¢ functia G este crescatoare pe intervalul [0,1] .....ccccccooviionncniicrcrirriiiiiccciin, Ip

Din relatia 0= F(l)—% £ ()2 F(x)—2 £ (x)20,¥x €[0,1] rezultd c& F (x) =~ £* (x) pentru orice
BT, ] a5 R s oottt 2p

Deoarece f(x)>0,x#Orezultaca f°(x)=f"(x)-f*(x)= f'(x)=1Vxe(0,1]. oo Ip

Prin urmare f'(x) = x+c¢, iar din conditia (2) rezultd ¢& ¢ =0 ..ooooovvviiivirsirirsssssssercrninnn Ip

Notd: Orice altd solutie corecti sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzdtor.

Olimpiada Nationala de Matematica 2015 - etapa locala
Judetul IASI, 23 ianuarie 2015




