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TEOREMA LUI THALES SI CONSECINTELE SALE

Vasile Arsinte

Abstract: In this paper we develop, from Thales '
theorem, consequences and its applications at the
elementary level .

12.1.Proportii derivate

. . . a
Egalitatea a doud rapoarte se numeste proportie: b = 4 < ad =hc
a si d se numesc extremi, iar b si ¢ se numesc mezi.
Proportiile derivate se pot obtine astfel:
i . - .a ¢ _d c a b
Schimband mezii sau extremii intre ei; —=—=>—=—, —=—,
b d b a c d
. . a ¢ b d
(i)  Inversand rapoartele:. —=— = —=—.
b d a c

(ilf)  Facand in ambele rapoarte aceleasi operatii:

a ¢ a+b c+d a ¢ a c
—_—— S — — == —— =
b d b d b d a+b c+d
a ¢c¢ a-b c-d a ¢ a c
—_—_— S — | = — = —— =
b d b d b d a-b c-d
a ¢ a+b c+d

b d a-b c¢-d
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(iv)  Amplificand sau simplificand un raport:

c
a c _a ce a c _a ¢
—_—e— s —=—, —=— > — =,
b d b de b d b Q

e

(v) la fel ca in (iii)&(iv):

a ¢ ma+nb mc+nd a ¢ ma mc
_——= = , —=—= = ..
b d ma-nb mc-nd b d ma—-nb mc—-nd

12.2.Siruri de rapoarte egale:
a a _a, @a+a+..+a, ma+ma,+..+ma,

b b b b+b+.+b mbitmb+..+ma
~a € a-c 2a-3c
de exemplu: —=—= = s.a.m.d.
b d b-d 2b-3d

12.3.Teorema lui Thales si reciproca sa
Teorema 61.Teorema lui Thales: O paralela la o latura a unui triunghi
imparte celelalte laturi in segmente proportionale.
A
MN/BC = M _ AN
AB AC

M N
/ C

Observatia 1: Folosind proportii derivate,

AM AN AM AN MB NC

— e —=— o —=—

AB AC MB NC AB AC

Observatia 2:
(1) A-M-B=A-N-C;
(i)  A-B-M=A-C-N;
(iii))  B-A-M=C-A-N.

Demonstratie: (i) MN separa A si B si nu separa B si C, rezulta ca separa A
si C, conform axiomei de separare a planului.
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(i) &(iii) analog.

B’ C M’ N B’ C
A-M-B A-B-M B-A-M

Teorema 62. Reciproca teoremei lui Thales: n AABC, fie Me&(AB),
Ne(AC), cu M _ AN atunci MN//BC.
AB AC

Demonstratie:

12.4.Teorema bisectoarei interioare si reciproca sa

Teorema 63.Teorema bisectoarei (interioare): Bisectoarea interioara a
unghiului unui triunghi intersecteaza latura opusa unghiului si o imparte in
segmente proportionale cu celelalte laturi ale triunghiului.

Demonstratie:

Definitia cevienei: Segmentul ce uneste varful unui triunghi cu un punct de
pe dreapta suport a laturii opuse.

Teorema 64. Reciproca teoremei bisectoarei (interioare): Daca o ceviang,
interioara unghiului triunghiului din care pleaca, imparte latura pe care cade in
segmente proportionale cu celelalte laturi ale triunghiului, atunci este bisectoarea
interiora a unghiului triunghiului.

Demonstratie:

12.5.Teorema bisectoarei exterioare si reciproca sa

Teorema 65.Teorema bisectoarei (exterioare): Bisectoarea exterioara a
unghiului unui triunghi intersecteaza dreapta suport a laturii opusa unghiului si o
imparte in segmente proportionale cu celelalte laturi ale triunghiului.

Demonstratie:


https://cjemcta.wikispaces.com/home

4 Lucririle Centrului Judetean de Excelenti la Matematica Constanta-2015
https://ciemcta.wikispaces.com/home

Teorema 66. Reciproca teoremei bisectoarei (exterioare): Dacd o ceviand,
exterioara unghiului triunghiului din care pleacd, imparte latura pe care cade in
segmente proportionale cu celelalte laturi ale triunghiului,atunci este bisectoarea
exterioara a unghiului triunghiului.

Demonstratie:

12.6.Teorema paralelelor neechidistante si reciproca sa
Teorema 67. Teorema paralelelor neechidistante: Fie di//d2//.. ./ldn, a si b

doua secante cu dina={Ai},dib={Bi},i=1,.. ,n.Atunci: Al _AA :M
BB, B,B, B, B,

Demonstratie:

Observatie: Pentru n=3, obtinem ca: AR A2A3 AiAZ BB,
BB, B,B, AZA3 B, B

Teorema 68. Reciproca teoremei paralelelor neechidistante. Cazul n=3:

Fie duda,dscu du//ds,dima={A}.dib={Bi}.i=1,2,3 si 22 Bliz . Atunci
du//da//ds.

Demonstratie:

Observatii: (i) Se poate formula o reciproca si in cazul general.
(ii) Se pot folosi si alte proportii derivate din cele din enunt.

12.5.Asemainarea si teorema fundamentali a asemanarii
Definitia aseménarii: Doua triunghiuri sunt asemenea,daca au unghiurile
respectiv congruente §i laturile respectiv proportionale
Teorema 69.Teorema fundamentala a asemanarii: Daca in AABC,
AM AN MN

MN//BC, unde M €(AB), N e(AC), atunci — = — :
AB  AC BC

Demonstratie:

Observatie: AABC~AAMN.
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12.6.Cazurile de asemanare ale triunghiurilor
Teorema 70. Cazul | de aseminare:
Demonstratie:

Teorema 71. Cazul |l de aseméinare:
Demonstratie:

Teorema 72. Cazul 11l de aseméinare :
Demonstratie:

12.7.Teorema lui Menelaus si reciproca sa
Teorema 73.Teorema lui Menelaus
Demonstratie:

Teorema 74. Reciproca teoremei lui Menelaus
Demonstratie:

12.8.Teorema lui Ceva si reciproca sa
Teorema 75.Teorema lui Ceva
Demonstratie:

Teorema 76. Reciproca teoremei lui Ceva
Demonstratie:

12.9.Teorema fascicolului si consecintele sale
Teorema 77.Teorema fascicolului. (n=3) Fie di» d2n d3={0}, a/lb, a N

= [A; = (B} i= i AN _AA
di= {A}, b ndi={Bi}, i=1,2,3.Atunci 55, BB,

172

Demonstratie:
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@)

b / B1 B)\ B3

da d2 ds

Teorema 78. Reciproca 1. (n=3) Fie di1 » d2 » d3={O}.dreptele a si b,cu
andi= A}, brdi= {Bi}, i=1,2.3 Q_Az _ AR Atunci b,

172 BZB3

Demonstratie:

Teorema 79. Reciproca 2. (n=3) Fie dreptele di, d2, d3 ,a//b, an di={Ai},
b di= {B}, i=1,2,3, Q_Az _ AR Atunci din doo ds={0}

172 BZBS

Demonstratie:

12.10.Consecintele teoremei lui Thales in trapez
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Teorema 80: In trapezul ABCD(AB//CD), fie I intersectia diagonalelor si J
intersectia laturilor neparalele. Atunci 1J injumatateste bazele.
Demonstratie:

Teorema 81: Reciproc, dreapta determinata de doua din cele patru puncte,
I, J, M, N, trece prin celelalte doua puncte (sunt 5 cazuri).
Demonstratie:

Teorema 82: In patrulaterul ABCD, daca M, mijlocul lui CD, N, mijlocul lui
AB, I si J sunt coliniare, atunci AB//CD.
Demonstratie:

Teorema 83: Daca EF e paralela prin | la bazele trapezului,atunci (EI=(IF)
si reciproc, daca | este mijlocul segmentului (EF), atunci EF//AB//CD.
Demonstratie:

Teorema 84: Mai general, daca PQ, o paralela la baze, intersecteaza
diagonalele in R, respectiv S, atunci (PR)=(SQ). Reciproc, cu notatiile din figurd,
daca (PR)=(SQ), atunci PQ//AB//CD.

Demonstratie:

Teorema 85: Sa se determine %= % astfel incdat (PR)=RS)=(SQ), daca

PQ//AB.
Demonstratie:

Teorema 86: Sa se determine (PQ),in functie de %= % , AB si CD, daca

PQ//AB.
Demonstratie:
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IT. SEGMENTE PROPORTIONALE

Teorema lui Tales

IIOIOAO

l.Fie paralelogramul ABCD €i M un punct pe diagonala BD., Paralelel
prin M la AB gi BC intersectaeaz¥ laturile AD gi DC fn N gi P. SX se
arate c¥ M@ NPJ| AC,

2, Fie triunghiurile ABC gi ABD;punctele C gi D fiind fn semiplane
diferite determinate de dreapta AB, Prin punctul E,situat pe segmentul
AB,se construiesc paralele:la AC gi AD,care intersecteazX® BC gi BD ¢n
P g1 G. 38 se arate c¥ FGJI DC»

3. Fie triunghiul ABC gi punctele E gi D pe AB gi AC,astfel tnctt
JAE = AB gi 3AD = AC. Segmentele BD gi CE se prelungesc cu segmentele
DP gi EQ estfel fncit BD = 2PD,EC = 2EQ. SX se arate c¥ punctele Py,A,Q
sdnt coliniare.

4, Fie dou¥ cercuri, 'iﬁ gi tg@ steangente exterioare fn A, Fie B
gi C douX puncte pe cercul & ,E gi D intersectiile cercului &, cu drep
tele BA gi CA. S¥ se arate cX¥ AB _ AE .

AC AD

5. Pe diagonala BD a paralelogramului ABCD se considerX un punct O
Paralele prin 0 la AB intersecteaz¥ AD gi BC fn M gi N,iar paralels mmk
prin O la BC intersecteazX Bireptele AB gi DC tn Q si P.

S¥ se arate c¥ NQN MP.

6. Fie M un punet pe latura BC a triunghiului ABC. Paralelele prin
M la AB gi AC intersecteasX laturile AC si AB fn P gi Q.
SHE se arate cX:
cP 0B
i < gK 2 ]
7o In triunghiul ABC se consider¥ mediana AD gi un punct L pe la-

tura BC. Paralela dus¥ prin L la AD intersecteaz® dreptele AB gi AC ¢n
F 8i E. 38 se arate cX:

AF _ AB
AE " AC °

8., In patrulaterul ABCD fie E un punct pe latura AB. Parealela prin
E la DC intersecteazX BD fn M. SX se arate c¥ MNI BC, N #ind wlnfeclia
panatelt. prin D fo. AB cw EC

9. In triunghiul ABC se considerX punctele E€ AC gi D€ AB,astfel
incit DE ) BC. Paralela prin D amé# la CA imtersecteaz¥ BC in F; parale~
la prin F la AB intersecteazZ AC in Hg paralela prin E la AB intersec=
teaz¥ BC in P,iar paralela prin P la AC intersecteazX AB in Q.

S¥ se arate c® HQIl DE.

lo, Fie M un punct interior pXtratului ABCD,;P gi Q proiectiile ssale
pe laturile AB g§i BC. S¥ se arate c¥ BN dac¥ PA°QB = QCoPB,atunci M se
afl¥ pe diagonala BD,



= 2 =
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) 1. In patrulaterul ABCD intersectia 0 a déagonalelor este mijlocul
dimgonalei AC,E simetricul virfului D fatX de O §i M = AB/) CE,N= BCA AE
S8 se arate cB MN|) AC.

i 2, Fie P un punct pe latura AB in paralelogremul ABCD. Paralelele
prin P la AC si BD intersecteaz¥ laturile BC gi AD fn M gi N.
S¥% se arate c¥ M;0,N sint coliniare.

3, In triunghiul ABC se prelungesc laturile AB,BC,CA, cu segmente-
le BD=BC,CF=AC,AH=AB. Paralelele prin D,F;H la BC,CA,AB intersectea~-
z¥ dreptele AC;BA,BC in E,G,I. SH# se arate cB exist¥ relatiile:

B0%= BYCE j AC°= CEcAG 3 AB2= AGeBT.

4. Pie triunghiul ABC gi punctele D pe AB gi E pe prelungirea la-
turii AC,astfel fncit BD=CE. Dac3 M = BCAN DE,s® se arate ci :
AB°MD = AC:ME-

5, In trapezul ARBCD,cubazele AB gi CD;fie M un punct pe latura AD.
Paralela prin A la MC intersecteaz¥ latura BC in N. SH se arate c¥ :
ND I MB.

6, Se consider¥ patrulaterul ABCD. Parlele prin B la AD intersece
teaz¥ AC in P,iar paralela prin A la BC intersecteaz® BD in E.
S8 se arate cH CDIl EF.

7. In triunghiul ABC se consider punctele D pe latura BC gi E pe
segmentul AD,F = ACN BE. S¥ se calculeze raportul AF,dac¥ BD., DE_
e 2 7 ,—,F_m.
8., 0 dreapt? variabil¥ ce trece prin virful A al paralelogrgmului
ARCD intersecteazi dreptele BD,BC,CD fin E,F,G. SE se arate c¥ AE"=EF-FG
gi c¥ produsul BF¢DG este constant.

9, In triunghiul ABC,fie bisectoarea BD gi prin D paralelhx DE la
BC,E€ AB. S¥ se arate c¥ dacX¥ DE=DC,atunci triunghiul ABC este isoscel

1o, In triunghiul dreptunghic ABC fie D proiectia virfului A pe ipo
tenuza BC §i AH bisectoarea unghiuli DAC,HE& DC. Bisectoarea unghiului
ABC intersecteazX AD gi AC In F gi E.

SK se arate c# FD°HC = HD°AE.

11, In triunghiul ABC isoscel Pie M un punct pe baza BC,astfel in-
ctt BMD> MC. Perpendiculara fn M pe BC intersecteaz® latura AC in D.
S% se arate cX¥ 2AD°MC = DC+(BM = MC).
e
12, Intr-un cerc se consider¥ dou¥ coardd;AB gi CD,caresintersec~
teaz® fn punctul M,interior cercului,astfel Incit MA.MD = MBo.MC.
S8 se arate c¥ AB=CD.

1%, Fie trapezul ABCD cu baza mare AB gi O = ACNBD. Paralela dusX®
prin 0 1la AD intersecteaz¥ AB in P gi fie @ un punct pe AB.

‘ 3% se arate ¢X¥ OQl BC dacX¥ gi numai dec¥ P gi @ sfnt simetrice
fat¥ de mijlocul laturii AB.

14, In triunghiul ABC,fie bisectoarele BD gi CE,F gi H proiectiile
virfului A pe amceste bisectoasre gi I intersectia bisectosrelor,
SH se arate c¥ IB<CH = ICeBF.
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I1.2. Teorema bisectoarei

l. In triunghiul A3C,fie M mijlocul laturiiBC. Bisectoarele unghiue
rilor AMB gi AMC intersecteazi laturile AB gi AC fn D gi E.
3% se arate ci DEIJ! BRC,.

2. In triunghiul ABC,fie BD bisectoarea unghiului ABC.Parslelele
duse mmibxBesbe prin D la BC gi AB intersectesaX laturile AB gi AC in E
gi F. Dac¥ lungimile laturilor triunghiului ABC sint a,b,c, s¥ se ==k
calculeze perimetrul patrulaterului EBFD.

3. In triunghiul ABC,I este intersectia bisectoarelor BE gi CD.
S8 se arate c¥ dac3 CE=BD,atunci DEIl BC gi triunghiul ABC este isoscel

4, In triunghiul ABC,AB=AC gi m(BAG) = 135°, Se considerk punctee
le D gi E pe latura BC,as}fel fneft 4BAD= < DAE= < BAC.
S#% se arate c¥ BD"= RC<DE.

5. In triunghiul ABC,] este intersectia bisectoarelor interioare
BE gi AD,iar AF este bisectosrea exterioar’ a unghiului BAC,unde E EAC,
DE BE,FE€ BC., SH se calculeze,in functie de laturile triunghiului ABC,
lungimile segmentelor BD,DC, g§i rapoartele &l ,ﬁ?

6. In triunghiul ABC,fie I intersectia bisectoarelor interiocare AD}
BE,CF. S¥ se arate ci; AT , BI , CI _ o

ip '8 Tor T

7. Pie AD gi AE bisectéarele unghiurilor BAC gi BAD fn triunghiul
ABC,D gi E fiind pe latura BC. S# se arate ci:
AB  AD  AC°DE

8, Fie M mijlocul laturii AC fn triunghiulX ABC. Paralela prin M
la bisectoarea BE A& unghiului ABC intersecteaz® pe BC fn D gi pe AB in
F. 3% se arate cX AFP=DC.

9. Se consider¥ un triunghi ABC si punctele D gi E pé dreapta BC,
astfel fneit ADL AE gi DB°EC = DCoEB. 3% se arate c¥ semidreptele AD gi
AE sint bisectoarele unghiului BAC.

lo. Fie dreptunghiul ,ABCD gi punctele E,F pe latura AB,astfel inci&
AE=EF=TFB,0 intersectia diagonslelor. 33 se arate cX dacX¥ m(BDC) = 3o,
atunci OELBD si OF_LAC,

11, In triunghiul ABC,AB=AC gi 2AB = 5BC. S¥ se arate cX centrul
de greutate al triunghiului este un punct situat pe cercul fnscris.

12, Fie dou¥ cercuri %, gi &, ,tengente exteriogre in T. Linia cene
trelor mei intersecteaz¥ cercul & fn A gi cercul %. in B. Se considerX
apoi punctele PE€7F gi Qe %, ,astfel fncit TP= TQ ¢i fie M = APN BQ.

SHE se arate c¥ AToMB = BT+MA.

13. Fie triunghiul ABC,cu baza BC. Bisectoarea BE a unghiului ARC
intersecteaz¥ perpendiculara ridicatX fn A pe AC in punctul F,
S¥ se afle m¥surile unghiurilor trignghiului,gtiind cH:
(BC + AB)-EF = 2AC".
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14, Fie patrulaterul convex ABCD;in care bisectoares AF este parae
lel® cu latura BC gi BC=DF,B T fiind pe segmentul CD. $X se arate cH:
BC = AD

15. Pie ABCD un patrulater convax,fn care AB-DC = ADeBC. SH se ara-
te c¥ bisectoarele unghiurilor B gi D se intersecteaz¥ fntr-un punct
situat pe AC. Analog,diagonala BD gl bisectoarele unghiurilor A gi C
sintaconcurenteg S8 se stabileasc® dac¥ proprietatea reciprocs este
adevirati,

I1e3, Teorema fundamentalX® s asemin¥rii

1. Fie triunghiul dreptunghic ABC,evind lungimile catetelor ==
AB = 150 cm gi AC = 80 cm. Se considerX dreptunghiul APNM,unde: MEAB,
NEBC gi PE€AC. SB se afle lungimile laturilor dreptunghiului,gtiind e¥
are perimetrul 174 cm.

2. In trapezul ABCD,M este intersectia laturilor neparalele DC gi
ABo Dac¥ AB = 36,BC = 30,CD = 48 gi AD = 24,sX se afle MA si MC.

3. Fie trapezul ABCD cu bazele AD g§i BC,0 intersectia disgonalelor
sale. Dac¥ A0 § 8,0C = l0,B0 = 27,s% se afle O3 gi op.

4. Lungimile laturilor triunghiului ABC sint: AB = 12,BC = 15,CA=2e¢
Printreun punect P,situat pe latura BC se due paralele la AB gi AC,care
intersecteaz¥ laturile AC si AB fn M gi N, Stiind cX BN = 9,88 se afle
perimetrul patrulaterului ANMP.

5. Fie I intersectia bisectoarelor ftn triunghiul ABC. Parslela du-
s8 prin I la BC intersecteazX¥ laturile AR gi AC in punctele M gi N.
Stiind c¥ IM = 4,IN 8§ 3,BC = 12,8% se afle perimetrul triunghiu-
1Ui ABC.,

6. Fie D un punct pe latura BC a triunghiului ABC. Paralelele duse
prin B gi C la AD intersecteaz¥ dreptele AC si AB in M gi N.
S8 se arate cX MBeDC = NCoBD.

7. Fie triunghiul ABC si D miglocul laturii BC. O paeralel® la AD
intersecteaz® dreptele BC,AB,AC in M,E,F. SH se arate cX AE.AC = AF-AB
§1 cH ME$MF = 2.AD.

8, Fie M un punct pe diagonala AC a patrulaterului ABCD. Paralelele
prin M la AB gi CD intersecteaz¥ leturile BC gi AD tn P gi Q.

MP . Mo
S¥ se arate ci 15 + 7y 1.

9. Pe bisectoarea unui unghi drept AOB se considerX un punctafix'co
0 dreapt¥ variabil® care trece prin ¢ intersecteaz® laturile unghiului
fn ¥ g1 N. S¥ se arate cX:

%ﬁ + %ﬁ = ¢constent.

lo. Se consider¥ paralelogramul ABCD gi fie F un punect pe dreapta AB,

E = DFN ACy; S& se afle BF,dac® AB = a gi AE _ m
BE " n °

11. In triunghiul ABC,m(éKb)<:90°,fie M mijlocul laturii BC,D proiwc-

tie virfului A pe BC gi E proiectia centrului de greutate G a triunghiu-

lui pe BC. SH s¢ arate ci 3:BE = BD + BC. SX se etudieze proprietatea
dac¥ m(BAC) > 90°. ,
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12, Fie triunghiul ABC,M mijlocul laturii BC,E gi F pe laturile AB ¢
gi AC astfel fncit EFII BC gi MELMF. Dac¥ AM = m gi BC = a,G = EFNAM,
s¥ se afle lungimea segmentului EF gi relatia dintre a gi m,dac¥ G este
centrul de greutate a triunghiului ABC,

- 13, rie pHtratul ARCD. 0 dreapt¥ care trece prin B intersecteazX
latura CD in E,diagonala AC fn H 8i prelungirea laturii AD ¢n F.
: SH se arate c¥ AFP.HE = HF°CE,

14, Se consider¥ un dreptunghi ABCD gi o dreapt® d,care nu trece
prin nici un virf at dreptunghiului. Fie M = dNAB,N = 4N BC,P = 4N CD,
Q = dNDA. SH se arate c¥:

MA . NB , PC . QD
W8 °W P %x"h

15. In triunghiul ABC,fie punctulE pe Latura AB gi D pe latura AC,
G = BDNCE.
a) S¥ se arate c¥ dacl BG = 26D gi CG = 2GEgatunci G este cene
trul de greutate ak triunghiului.
' b) S¥ se arate c¥ dac¥ AE = EB gi BG = 2GD,atunci G este centru)
de greutate al triunghiului.

IT.4. Cazul I de asem¥nare a triunghiurilor

1194 oAb

1. In triunghiul ABC,fie AB = 10,8,AC = 9 gi punctul D pe latura
AB,astfel fncit & ADC = < ACB. S¥ se afle AD.

2, Fie triunghiul ABC,fn care AB = AC = 50 gi BC = 60. Se constru=
iesc In¥ltimile AD gi BP,unde DEBC gi FPe AC., Fiefproiectia punctului
D pe dreapta AC T@=B. DacX AD = 40, 83 se afle lungimile segmentelor
BF si DE.

3. In trapezul isoscel ABCD,bazele sint AB = 26 gi DC = lo, iar
laturile neparalele sfnt AD = BC = 17. Stiind c¥ inXltimea trapezului
este 15,s¥ se afle distantele punctelor A gi B la dreapta BC,

4, Fie P un punct exterior unui cerc cu raza de 5 cm, PA o tangen=
t8 la cerc. Diametrul cercului ce trece prin P intersecteaz¥ cercul %n
punctele B gi C. Dac¥ PB = 8 cm, PC = 18 cm, s¥ se afle lungimea tangen:
tei PA.

5. Pie dreptunghiul ABCD,fn care AB>BC gi E proiectia virfului B
pe diagosnala AC, B F = ADN BE. S¥ se arate c¥ AF°AD = BF+BE,

6. Fie triunghiul ABC isoscel cu baza BC inscrisé fntr-un cerc.
O dreapti care trece_prin A intersectesz3 latura BC in D gi cercul n
E. S¥ se arate c¥ AC2= AD-AE.

7. Fie triunghiul dreptunghic ABC,M mijlocul ipotenuzei BC,N gi P
proiectiile punctului M pe dreptele AB gi AC.
3% se asrate ci AAMP v ABMN.

8., Fie triunghiul dreptunghéc ABC. Perpendiculara ridicat¥ fntr-un
punct P al ipotenuzei BC intersecteaz¥ dreptele AB gi AC fn N gi M.
S¥ se arate c¥ PN<PVM = PBePC gi spoime s¥ se ealculeze lungimea
ipotenuzei,dac¥ BP=PC ¢i PM = 3 cm, MN = 9 cm.

L3

IREREETeARR ¥ADB= <4 ABC. S¥ se arate c¥ DC = 3.AD.

9. Intr-un triunghi ABC,m(@) = 900 gi AC = 2¢AB, Fie D€ AC, astfel
fncit AR



= § =¢

lo, Fie ddou¥ cercuri tangente exterioare in A. Dou¥ drepte care
trec prin A intersecteaz¥ un cerc in punctele B gi C, iar celilalt tn
D gi E. SH se arate c8 AABCJ AADE.

11. Doul cercuri sfnt secente fn A gi B. Trei drepte ce trec prin A
intersecteaz} un cerc in M,N,P, iar cel¥lalt in D,E,F.
g% se erate ci A MNP/J ADEF,.

12, In triunghiul ABC,bisectoarea AM intersecteaz¥ cercul circume
seris triunghiului ¢n N. S¥ se arate cX AAMB N AMNC nJ A ACN.

13. In triunghiul ABC,se construiesc fn¥ltimile BD gi CE. S¥ se ara-
te c¥ AABCrJ AADE gi sX se srate c¥ intr-un triunghig,in¥ltimile
sint invers proportionale cu laturile corespunz¥toare lor.

14. Dintre-un punct A exterior unui cerc se duce tangenta AB la cerc
gi o secantX fat# de cerc,pe careX 1l intersecteaz3 fn punctele C gi D.
S¥ se arate c¥ A ABCnJ AABD.

15, In triunghiul dreptundhic ABC,fie D proiectia virfului A pe ipo-
tenuze BC. Perpendicularele ridicate in B gi C pe dreapta BC intersece
teaz¥ dreptele AC gi AB in punctele E gi F. DacX se noteazX lungimile
laturilor triunghiului ABC cu a,b,c, si se erate ci& :

be . ac

ap = 22, 8E = §, CF = &b

e
16, Fie triunghiul ABC,fnscris fntr-un cerc. Bisectoareas unghilui

ABC intersecteaz® AC in M gi cercul N,iar perpendiculara coborfti din
A pe BN intersecteaz® BN in P. S¥ se arate c¥ BP-AN = BNoAM.

17. In dreptunghiul ABCD,perpendiculara coborit¥# din A pe BD inter-
secteaz¥ pe BD gi BC In E gi F. s
S¥ sé arate c¥: ABZ = BF<BC = AE-AF = BE:BD; BE" = EF-EA,
18, In triunghiul ABC,fie P proieciia punetului A pe BC,M gi N pro=-
iectiile virfurilor B gi C pe o dreapt¥ care trece prin virful A
S¥ se arate c¥ AABCJ A MNP,

19, In triunghiul ABC,isoscel cu baza BC,fie D proiectia virfului

A pe drespta BC. Bisectoarea unghiuluiABC intersecteaz® dreapta AD in
E si perpendiculara in A pe AB in F.
S¥ se arate cX AB°DE = AF.BD.

20, Fie triunghiul echéilateral ABC fnscris fntr-un cerc gi F,sime-
tricul lui B fat¥ de C. Bisectoarea unghiului ABC intersecteagé cercul
tn E. 9% se arate cX punctele A,E,F sint colimiare gi c¥ 2¢AB“= AF-BE.

21, Intr-un cerc se considerX un dismetru AB. Tangenta intr-un punci
M intersecteazi tangentele fn A gi % la cerc in punctele P gi Q.
SE se arate ciB 4.MP-MQ = AB<.

22, In triunghiul ABC, n(8) - 9(@) = 90°, H este proiectie virfului
A pe dreapte BC. 38 se arate c¥ AH® = HB°HC.

53, Pie dreptunghiul ABCD. Perpendicularele rididcate in B gi D pe
dreapta BD intersecteaz¥ dreptele CD gi CB in M gi N. SE se arate c¥:
ABoDE = BC+BN; BMeDN = AD.BN; BMeDN = AB-DM; BD¢ = BM-DN
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IT.4.B. Cazul I de asemSnare a triunghiurilor

1. In triunghiul ABC, isoscel cu baza BC, se construiesc in§1§§m1~
le AD g¢i BE. Fie H ortocentrul triunghiuéui gi O centrul cercului eire-

cumseris triunghiului. S& se arate c¥ BD“= AD°DH gi AD°BC = AB°BH,

2. In trapezul ABCD cu bazeke AB gi CD,fie B E intersectia diago=~
nalelor si O intersectia laturilor neparalele, AD gi BC. Paralela dusH
prin E la baze intersectazX laturile AD si BC in P gi Q. SE se arate ci¥

@) AE-DE = BE°CE si PE = EQ3
b) 0,E g¢i mijloacele bazelor sint patru puncte coliniare,

%, Pie rombul ABRCD. O dreapticere trece prin A intersecteazX drep-
tele CB g¢i CD In B gi F. S¥ si aragf c¥ :
1 3 _
TE Y CF T 1B
4, Fie trapezul ABCD,cu bazele AB gi DC,dreptunghic fn A gi D.
Cercul de dismetrul B intersecteaz¥ AB in M gi N.
S8 se arate cX¥: MA-MD = NA°ND = AB°DC.

5, Fie dreptunghiul ABCD $n care BC = 2AB., Perpendiculara din A pe
BD intersectesazi BC in E. S3 se arate c¥ BC = 4BE.

6. Pe laturile AB si CD ale Earalelogramului ABCD se comsider#
punctele ¥ gi N,astfel fncit Th=FF-m, Fie R = DMNAC §i S = BN/) AC,
Sé Se arate c¥ AC = (2m + 1)c<RS.

7. Pie trapezul ABCD cu bazele AB gi DC gi un punct M peim latura
AD. Paralela dusi prin ¥ la baze intersectez® latura BC in N. Cunoscindd
AB = a, DC = b, §%%=§9 ,s% se afle MN,

8. In triunghiul isoscel ABC,cu baza BC,fie D proiectia virfului
A pe 3C. Bisectoarea unghiului ABC intersecteazl pe AD In E, pe AC iIn
F gi paralela prin A la BC fn G. Bisectoarea unghiului CAG intersectea-
z% pe B3 in H gi pe CG fn E. S& se arate cé :
2AT = BGg BFPBH = AB+BC; AB“= 2AH-AT.

9, Pe diasgonsla BD a paralelogremului ABCD se aleg punctele E gi
F,astfel fneit CFl CD,AELBD. Pe latura BC se consider# panctul P,ast-
fel incit PELBD. Sk se arate c3 DF°DE+PE = BE-AB*CF,

lo. In trapegul ABCD,,ABLDC, AB DC, & = D = 90 gi ACLBD. Sl
mmmdm Atunci BD“°DC = AC"-AB.

11. In dreptunghiul ABCD,fie E mijlocul laturii BC gi punctele F,G
pe AB,gstfel incit AF=FG gi M = ACNEF, N = ADNCG,
SH se arate c¥ AM= MN.

12, In triunghiul ABC, medisna AM intersecteazX cercul circumsecris
triunghiului in D. S¥ se srate c¥ BD°AB = DC°AC.

13, In cercul circumscris triunghiului ABC,se construiegte,diametru

AD,care intersecteazX in¥ltimile BE gi CF In ¥ gi No
S8 se arate c# AHMN VU A ABC, H fiind ortocentrul triunghiulu
ABC.

14, Pe tangenta fn virful A la cercul circumscris triunghiului ABC
se considerX un punct M. Fie P gi Q proiectiile punctului M pe drgpte=-
le A82§i AC iar N = BCNAM. S5 se arate cX¥ MP»AB = MQ<AC gi NB-AC™ =
NCeAB<.
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15, Fie triunghiul ABC fnscris intr-un cerc. O secant¥ petalel# cu
BC intersecteaz¥ cercul fn M gi N gi fie H = BCN AN. S8 se arate c#
AM+AH = AB°AC.

16, Se considerX¥ un triunghi ABC fnscris intr-un cerc. Perpendicu=
lara coborit¥ din virful B pezdiametrul AD intersecteazX pe AD In F gi
pe AC In E. S¥ se arate c¥ AB“= AE+AC = AF°AD.

17. In triunghiul ABC, m(§7 = 2.m(%). Bisectoarea unghiului B inter-
secteaz® pe AC In M gi fie N prgiec;ia virfului C pe dreapta BM.
S¥ se arate c¥ AC2~ BC= BC°AB = 20AM(CM + MN),

18, O dreept¥ care trece prin virful A al piAtratului ABCD intersec-
teaz¥ BD in M, pe 8021n N si pe CDQin P. S¥ ge arate ci:
AM®= MN-MP gi CN<. MP = CP%. o

19. Fie N un punct pe latura BC in triunghiul ABC. In N se ridicX
perpendiculara pe dreapta BC, care intersecteazX dreapta AB fn M si
dreapta AC in P. S¥ se arate c#: ABoMNo.CP = AC-BM:PN.

20, Se consider® triunghiul isoscel ABC, ci baze BC. Perpendiculara
ridicat® tn g A pe AC intersecteazX cercul ¢n D gi fie N = ADNBC si
M = BDN AC. S¥ se arate c¥ NA este mediatoarea segmentului MC gi c¥
AB°BD = AD+BN.

21, Fie F un punct pe latura BC azpétratului ABCD gi E = ABN DF.
S¥ se arate c¥ AE°BF = AB°BE gi c¥ BF“z FC(BE « BF).

22, Fie M un punct pe latura BC a triunghiului ABC. Cercul (ABM)
intersecteaz¥ dreapta AC fn N,iar cercul (ACM) intersecteazX dreapta
AB In P. S¥ se arate c¥ BY-MC = MP°*MN.

23, Mediatosrea laturii AB a triunghiului ABC intersecteaz¥ laturea
AC In E,ier mediatoarea leturii AC intersecteazi latura AB fn D.
S% se arate c¥ AOADE rnv AABCo

24, In triunghiul dreptunghic ABC,bisectoarea unghiului ABC inter=-
secteaz® cateta AC fn By,iar cercul circumscris fn B,; bisectoarea
unghiului ACB intersectéaz cateta AB in Cy gi cercul circumscris in Co

SX se arate c¥ : BB - BCy; ABy |

it 22 cvmemme O piten
CCl 052 " ACI
25. In trapezul ABCD, AB|]DC, m{A) = n(D) = 900, AB>DC gi AB=AC.
S¥ se arate c¥ AD,bieectoarea unghiului ACD §i peralela dus¥
prin intersectia bazelop la baze sint concurente fintr-un punct R, iar
ABCR este un patrulater inseriptibil.

. L 26, Fie P un punct pe latura AB a paralelogramului ABCD gi N&MXEE
N = ACNDP, M = BDNCP. S& se arate c¥ :

P NP _ +
we tw - !

27. Intr-un cerc de cgntru Q se copsider¥ arcele AB si BC,astfel
tncit BeAQ si m(AB) = 90", m(BC) = 60", Dreapts AB intersecteaz¥ tan=-
genta dus¥ in C la cerc in D. S¥ se arate c¥ OA“= AC°BD.

28, Fie trapezul ABCD, cu baza mic¥ BC. Paralela dusX prin C la
AB intersecteazX BD in m,igr fralela dusX¥ prin D la AB intersecteaz®
AC In N. S¥ se arate c¥ AB“= CMeDN.
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29, In triunghiul ABRC se construiesc in¥ltimile AD,BE,CF. S¥ wils=
se arate cH: AE°BF<CD = AF.BD+CE = DE-EF<FD.,

30, In triunghiul ABC, m(R) = 60° gi m(B) = 45°!fie AD bisectoarea
unghiului BAC. Perpendiculara coborft¥ din D ge AB intersecteaz3 AB in
N gi AC in M. S se arate c¥ 3AC = 2°MN gi AC"™= AB:°CM.

31, Fie E intersectia diagonalelor AC gi BD ale unui patrulater mme

cirecumseris unui cerc. AE _BE _ AD )
S3 se arate c¥ dac¥ % > 55 " 30" atunci ABCD este romb.

32. Fie rombul ABCD gi F un punnct pe latura BC, E = ABNADF, H mij-
locul lui DF gi G mijlocul lui EF. S¥ se arate c¥ AD2= AE°CF gi
DC°BG = BE-CH

33, Fie P un punct pe cércul circumseris triunghiului ABC.8e notea-
z8 proiectiile lui P pe BC cu L, pe CA cu M gi pe AB cu N. S% se arate:
PA+PL = BP.PM = PC+PN,

34, Intr-un cerc se considerd coardele AC gi BD, P fiind intersectis

a; Sk se arate c¥ dac¥ ABe°BC = ADeDC, atunci BP 3 PD.
b) Dac¥ ABe¢BC = AD.DC si BC°CD = AB°AD,atunci ABCD este dreptung

lor,

35. Dintr-un punct P exterior unui cerc se construiegte tangenta PA.
la cerc. O dreapt¥ care tgece prinP_intersecteazX cercul in C gi D.
S¥ se arate c¥ AC%. PB = AB2. PC,

36, Fie O un punct pe segmentul AB,astfel fncft OA = 2.0B, H mijlo=
cul segmentului AB gi M un punct pe mediatoarea segmentului AB, Perpenw
diculara ridicat¥ fn 0 pe AB imtersecteaz dreapta AM in C si BMin D.

S8 se arate cH¥ OFME este peralelogram gi s¥ se afle raportul
PO:PA, unde P = ABNEF.

. 37+ In triggghiul ABC,inscris intr-un cerc,unghiul BAC este obtuz
g1 m(C) = 2-m(B). Bisectoarea unghiului BAC intersectesz¥ cercul tn D,
lar bisectoarea unghiului ACB intersecteaz¥ cercul fn E. Fie M = AD/, BE.

S8 se arate c¥ MB°BE = MC+CE gi MCeDC = AC-MD.

38. Dou¥ cercuri sint tangente interioare fn A gi Fie AB diametrul
in cercul mare. Din B se duce tangenta BC la cercul migo Cercul mare
intersecteaz® pe BC fn D gi AC in E. S¥ se arate c¥ BB<= CE.AE,

., 39. In triunghiul ABC,fie M mijlocul laturii BC gi < BAM= < ACB,
Bisectoarea uhghiului BAC intersecteaz3 BC in E,éar bisectoarea unghiu=
lui AMB intersecteaz¥ AB fn F. 8% se arate cX BC®= 2°AB?; patrulaterul
AEMF este inscriptibil gi c¥ EFI} AC.

. 40, In triunghiul ABC, m(a) = Qm(Q)o Fie D proiectia virfului B pe
bisectoarea CE gi F simetricul punctului C fatXk de Do SH se arate ci
patrulaterul ACBF este inscriptibil gi c¢X @ BC®= 2.DC-BE.

41. In trapezul ABCD, AD este baza mic¥ gi O este intersectis dia®
%onale}or, Paralela dus¥ prin O la baze intersecteaz¥ laturile AB gi DC
n Mgl No S se arate c¥ dac¥ AD + BC = AB + DC, atunci AM + DN = AD

€1 MB + NC = BC.

42, Fie O intersectis diagonalelor in paralelogramul ABCD. O dreap-
t3 cere dmm trece prin O intersecteszB AD in E gi BC in F . Paralela
~dus¥ prin E la BD intersecteazi pe AB in G,iar paralela dus¥ prin F la
DB intersecteaz¥ D€ in H. S¥ se arate ci :

EG

+ = = 1,

EH
AC ' BD
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43, In paralelogramul ABCD fie 0 intersectia diagonalelor,F proiee=
tia punctului 0 pe dreaptea DC gi E mijlocul laturii DC. Mediatoarea la-
turii pC intersecteaz’ diagonala AC fn M gi diagonala BD in N,

SH se arate ci : %F = g% + B e

44, In triunghiul ABC,fie punctul D pe latura AB gi punctul E pe la-
tura AC,astfel fncit AD+AC = CE-AB.
g% se arate c¥ mijloacele segmentelor AB,AC,DE sint coliniare.

45, In trapezul ABCD cu baza mic¥ BC,fie 0 intersectia Biagonalelor.
0 peralell la baze intersecteazl dreptele AB,BD,CA,CD in M,N,P,Q.
S¥ se arate c¥ VMN=PQ., Cum trebuie construit¥ paralela,astfel
fncit MN=NP=PQ.

46, FPie punctele M,N,P pe laturile BC,CA,AB ale unui triunghi ABC,
astfel inci@,ﬁQ%=N°= gl D mijlocul lui BC,iar Q simetricul punctului
A §§§§ de mijlocul segmentului MN. S& se arate cX punctele P,D,Q sint
coliniare .

47. Se consider¥ un:triunghi ABC,fnscris fntr-un cerc gi fie P un
punct pe arcul BC,M = BCN AP,
SH se arate cX¥ dac® PB*AB = PC+AC,atunci MB=MNC.

48. In triunghiul ABC,fie D proieciia virfului A pe BC gi punctul E
pe segmentul BD,F pe DC,M gi N proiectiile punctului D pe AE gi AF.
S% se arate c¥ AM-AE = ANcAF,

49, In triunghiul ABC,fie D proiectia virfului A pe BC,F proiectia
virfului B pe AC gi E simetricul punctului D fat¥ de AC,H = ABNEF.
SHE se arate c¥ ABHD nw AABCs

50. In triunghiul ABC,in¥ltimea din A intersecteaz# cercul circum=
seris triunghiului fn F. Dreapta AF intersecteaz¥ diemetrul CD fn M gi
diemetrul BE in N. S8 se arate c3 A MFCJ AABCo O ANE.

51. Dintr=un punct P,exterior unui cerc;se construiesc tangentele
PA gi PB la cerc. O dreapt® care trece prim P intersecteazl cercul In

Cng. : é&@g
9% se arate c# D = 85 °

52. Pie triunghiul echilateral ABC fnscris Intrwun cerc,M un punct
pe arcul mic BC gi P = CMAABR,Q = ACABM. S¥ se arate c¥ BC<= BP.CQ.

$3, In triunghiul ABC se considerX¥ punctele M gi N pe latura BC,

asrfel fncit <L BAM= < CAN. . 2
S¥ se arate ci : ggTEg = 4B
CM*CN A02

54, In paralelogremul ABCD,AB> AD. Fie M un punct pe latura AB,aste
fel fncit BM=BC gi N un punct pe dreapta AD,astfel fncit A€DN gi E
DN=DC. Fie Q un punct arbitrar pe latura AD gi P = ABACQo
5% se arate c¥ : a) punctele C,M,N sint coliniare;
b) BPoDQ este comstant;
¢) CP.QN = CQ-PM.

55, In p¥tratul ABCD,fie pungtul M pe latura BC gi punctul N pe la~
tura CD,astfel incit m(MAN) = 45~ ; P un punct pe dreapta BC,astfel ine
cft CeBP gi CP=BM; Q = ANNBD. S& se arate cd &AMC N AADQ g1

ADONA} ABDP gi apoi 4% se deduc¥ BP.DN = AB+CMo.
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56, Se consider¥ un triunghi ABC *nsceris ftr-un cerc gi fie M,N,L
mijloacele arcelor BC,CA,AB i P = BCAMN,Q = AB/INL,
S se arate ¢8 PQJ| AC 8i cX¥ centrul cercului fnsecris ¢n triun-
ghiul ABC este situat pe segmentul PQ.

57. Se consider¥ dou# cercuri B §1 E:, sg¢cante In A gi B. Tangenta
in A la cerculzﬁ intersecteaz® cercul &; tn C,iar tangenta in la cer=-
cul %4 intersecteazX eercul %, in D.S¥ se arate cX ACZ°BD = AD2.BC.

58, Fie M gi N dou¥ puncte pe arcul de cerc BC a cerculul circums
scris trlunghlulul ABC. S¥ se arate cH¥ dac¥ AM = BM + CM gi AN = BN +
CN, atunci triunghiul ABC este echilateral,

59. In trlunghlul ABC, bisectoarea unghiului BAC intersecteaz¥ latu-
ra BC In D gi cercul 01rc5mscrls tgjunghlulul in E,
S8 se arate c¥ AB“:DE = AB,

6o Fie un patrulater convex ABCD, S¥ se arate c¥ dac¥ exist¥ punc-
tele M pe AD gi N pe BC,astfel fncit MN{] AB gi MP=NQ,unde P = MNNAC ,
Q@ = MNAN BD,atunci ABCD este trapez.

61. Fie dou¥ cercuri secahte & gi Zi in A gi B, Tangenta in A la=
cercul 7, intersecteaz¥ cercul %, tn C,iar tangenta fn A la cercul 6’ |
intersecteaz¥ 4, tn D ; AB 1ntersecteazé cercul (ACD) in E,

S¥ se arate cX¥ AB=BE gi ©v¥ AC.ED = AD.EC,

62. Fie trapezul isoscel ABCD,M mijlocul bazei mici CD gi E proiec~
tla punctului D pe BC, SX¥ se arate c¥ dreptele AC,EM gi parelela dusX
prin D la BC sint concurente.

63° In triunghiul ABC m(C).>m(B) = 459 se construlesc tn¥ltimile
AA ,BB* ,CC si fle D= BC/]B’C o S¥ se arate cX¥ B’AeB’D = B’B.B’A’ gi
B‘Be B'A °CD = B°C<B’D-A’B

64, Fie trapezul isoscel ABCD,cu baza mie¥ AB,o0 dreapt¥ d paralel
cu bazele gi M un punet variabil pe cercul circumscrls trapezului, Se
noteaz¥ E = dNMA,F = AdNMC,G = dNn AD,H = dNBC

SE se arate ci produsul EG-HF este constento

65, Fie M un punct variabil pe Mediana AD a triunghiului ABC,P si
Q proiec;iile sale pa laturile AB,si AC,
S¥ se arate cX raportul %%g este constant.

66. In triunghiul ABC m(A) = 90 ,fie AD bisectoarea. Perpendiculara

in D pe BC intersecteazX Aﬂ in B gi A% fn F,
SX se arate c¥ ABoDF = AC.DE,

II.85.A, Cazul IT si IITI de asem¥ngre & triunghiurilor

1. Fie douX cercurl,ig si éi ,avind acelasi centru O, In cercul@L
se consider® dou¥ raze OA gé OB,care intersecteaz¥ cercul Ei fn C s8i
D. SX¥ se arate ¢ AO0ADN AOBC, -

2. Fie doul semldrepte OM gi ON, Pe semldreapta OM se aleg puncte-
le A gi B,iar pe semidreapta ON punctele C gi D astfel fnctt &%
OA*OB = @C.0D. SX¥ se arate cX.patrulaterul ABCD este inscriptibil.

3. In dreptunghiul ABCD,AB = 2¢AD., Pe laturs DC se consider¥ punc~
tul M,iar pe latura AD punctul N, astfel fncit AN = 2.DM,
S¥ se arate ci BN_LAM,
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4. Fie pHtrarul ABCD gi punctele E gi F pe prelungirile laturiler
AB gi DC,astfel fncit AB = 2.BE gi CF = CD. Sk se arate c¥ CELAF,
AB _ BC . CD

o =

5., Fie dou® patrulatere ABCD gi EFGH,astfel incit 5F 76 * OF

gi <L ABC= ¥ EFG, S¥ se arate cX¥ unghiurile patrulaterelor date
sint respectiv congruente.

DA
HE

6. Fie M un punct interior triunghiului ABC §i M,,M,,M,, proiectii~
- le sale pe laturile triunghiului gi Nl,Né;»N3,simetricele lui fat¥® de
laturile triunghiului ABC, SX se arate c¥ £>N1N2N3ﬂ145M1M?M3 .

7. Fie M @n punct interior triunghiului ABC gi D,E,F centrele de
greutate ale triunghiurilor BCM,ACM,ABM, SX se arate c¥ ADEFN AABC
gi s¥ se afle raportul lor de asem#nare,

. 8, Fie trapezul ABCD,cu baza AD si m(R) = m(B) = 90° existX rela-
tia AB2= BC+AD, S¥% se arate c¥ AC-BD,

9, Se considerX douX semidrepte ,0M i ON, Pe OM se alege punctul
A,ier pe ON punctele B gi C,astfel fncft OA“= 03-.0C.
SX se arate c¥ OM este tangent¥ cercului (ABC).

10, In triunghiul ABC fie AD bisectoarea unghiului BAC. Se conside®
r¥ punctul E pe latura AB gi punctul F pe latura AC,astfel fncit AE=DC
gi AFEBD, S% se arate c¥ patrulaterul BCFE este inseriptibil,

IIQSOBQ

1. Se considerX un trapez dreptunghic ABCD,fn care m(2) = m(D) =96°
Prin punctul O de intersecti a diagonalelor se duce © paralel¥ la baze;
care intersecteaz¥ AD in Ef Sé’zise a§ate c¥ <JOEC= XOEB gi cH¥
OE "¢ ' 1B
2. Pe diagonalele AC gi BD ale paralelogremului ABCD se construiesc
triunghiurile isoscele asemenes,APC gi BQD,avind bazele AC gi BD .

SX se arate c¥ PQ este perpendicular¥ pe douX laturi opuse ale
paralelogramului dat.

%, Pe segmentul AB se consider¥ un punct M gi se constraiesc, de
sceeagi parte a dreptei AB,pXtratele AMCD gi BMEF.
S¥ se arate c¥ ADMF WA AME,

4, Fie trapezul dreptunghic ABCD,cu baza mic¥ AB si in¥ltimea AD.
Pe bazele AB si DC se aleg puhctele M gi N,astfel fncft 2MB = AM sgi
2NC = DC, Fie E = ANAN DM F = MCNBN, H = ADN EF,
S¥ se srate-cX¥ HF este bisectoares unghiului BHC.

5. In triunghiul ABC,AB = AC = 2BC,se consiéder® E,mijlocul bisee~
toerei BD. Sk se arate c¥ triunghiul CED este isoscel.

6, Fie punctul D pe latura BC a triunghiului ABC,M gi N proiectii=
le virfurilor B gi C pe dreapta AD. SX se srate c¥ AD este bisectosresa

unghiului %% BAC dacX¥ gi numai dacH %% = %% o

7. Fie A un punet interior unuimcerc de centru O i raza R, Pe se=«
midrespta OA se alege punctul B,astfel fncft OA.OB = R€. DacB M este un
punct al cercului,s® se arate ci ACAM v AOMB si s¥ se deduc¥ apoi cX

s

bisectoeres unghiului AMB trece printr-un punct fix.
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8. In triunghiul isoscel ABC,cu bazaBC,fie D proiectia virfului A
pe BC,E proiectia punctului D pe AC gi F mijlocul segmentului DE,
3% se arate cX¥ AF.LBE.

9. In trlunghlul ARC,fie D proiectia virfului A pe BC,E proieetisa
punctulul B pe AC gi F un-punct pe segmentul DE, Si se arate cl AFLBE
dac¥ gi numai dacX¥ DF-BD = DC-EF,

100 In triunghiul isoscel ABC,cu baze BC,se construiesc fn¥ltimile
AD gi BE,care se intersectesz¥ in H., Prin H se consider’ o paralel¥ 1la
BC,pe care se consider® punctul F,astfel fincit DF=DE,
SE se arate c¥ DF_LAF.

11, Se considerX trei semidrepte concurente fn O OM,ON gi OP, Se
aleg punctele A gi B pe OM,D gi C pe ON,E gi F pe OP,formindu-se astfel
trei pstrulatere ABCD,CDEF, ABFE, 3% se arate c¥ dacX¥ douX dintee aceste
trei patrulatere sint 1nscrlpt1b1?e atunci gi celXlalt patrulater este
inseriptibil.

12. In triunghiul ABC fie D prolectla virfului A pe BC gi punctele
E pe BD gsi F pe DC. Se considerX apoi proiectiile punctului D pe AE si
AF,M si N, S¥ se arate c¥ AAEF NJ & AMN,

13. Se cons1der% dcué triunghiuri ABC gi A‘B°C’ ,avind lunglmlle le~
turiloe e,b,c ei a] b’,c”,cere verifick relatiile : a(b’= ¢c’Y = a’(b=c);
b(e’= a’) = b’(c - a); ela’= b’) = ¢®(a ~ b), SX se arate c¥ NEE

AABCrVAA’BC’,

14, In tr%unghlul ABC,mediana AM intersecteazX cercul circumseris
triunghiuluit S% se arate c¥ AN.BM= AB.BN,

15, Fie AD bisectoasrea unghiului BAC %n triunghiul ABC, Pe latura
AB se consider3 punctul F,iar pe laturaAC punctul BE,asrfel fncit AF=DC
gi AE = BD, Fie apoi M = AD/\BE P = AD/\CF,N = BE/!CF
SX se arate ci# trlunghlul MNP este isoscel,

1I1.6. Teorema fascicolului

1, Fie M mijlocul 2aturii BC a triunghiului ABC. O paralelX la BC
intersecteazX dreapta AB in D,dreapta AM fn E gi dreapta AC iIn F,
S¥ se arate cX¥ DE =EBF,

2. O paralel¥ la latura BC a triunghiului ABC intersecteaz® lature
AB in D gi latura AC In E. Fie M un punct pe latura BC gi N = DEN AM,
Paralela dus¥ prin N la AB intersecteaz® paralela dus¥ prin M la AC in
F. S¥ se arate c¥ punctele B,F,E sfnt coliniare.

3. Fie 0 intersectia diagonalelor in trapezul ABCD, O dreaptX ce
trece prin O intersecteaz® baza AB fn M gi baza BC In N,
3% se arate c¥ %% ° %% = costant.
4. In trapezul ABCD,cubaza mic¥ AD,fie E gi F mijloacele bazelor.
O parelel® dus¥ la baze 1ntersecteaz§ drentele AB gi CD fn M gi N, Para
lela dus¥ prin M la CD intersecteaz¥ Breapta AD in P,iar paralela dus¥
prin N la AB intersecteaz¥ AD in Q.
S¥ se arate cX% dreptele BP,CQ,EF, sfnt concurente.



5. Fie ON bisectoaresa ungh1u1u1 MOP gi A un punct fix pe OM, O
dreapt¥ varisbil¥ ce trece pri A intersecteaz¥ ON in B gi OP in C., DacH
D este mijlocul segmentului OB,s¥se arate c¥ dreapta CD trece printre-un
punct Pix.

6. Fie AM bisectoarea unghilui BAC a triunghiului ABC., Perpendicu=-
lara ridicet¥ in B pe BC intersecteazX dreapta AC fn P gi dreapta AM %n
Q,iar perpendiculars ridécatX fn C pe BC intersecteazX dreapta AB fn N
§i dreapta AM fn T, S¥X:se srate cX: D)
BQ . NT ., AB-POQ _ (g@_)
BP - ¥¢ ®' ig.t~ © \ET) °

7. Pe laturile AB,3C,CD,DA ale patrulaterului ABCD se consider¥
punctele M,N,F,E, astfei inc?t MN |l AC] EF,
S¥ se arate c# dreptele ME,BD,NF sfint concurente.

8, Fle trapezul ABCD,cu baza AB, Paralela dusﬁ prln A la BD inter-

dreapta AB in E, Fie O = AGf)%D gi N = EFn BD, 53 se arate c¥ DN= 03,
Ce conditie trebuie sX fndeplineasc¥® trapezul ABCD pentru ca DN=NO=0B ?

9. Fie D proiectia virfului A a triunghiului ABC ne dreapta BC sgi
B mlglocul laturii AC. Bisectoerea unghiului AEB intersecteazX dreapta
AD fn P gi AB in H,iar bisectoarea unghiulthii BED intersecteaz¥ dreepta
AD fn Q gi BC n F. S¥ se arate cX¥ HF [ BC sgi gﬂ_ﬂP , M = HFN BE,

lo. Pie trei semidrepte a,b,c cu sceeagi origine gm dreptele 4 si
d;. Se noteaz¥ A = aNd,B = bnd C % cNa;M = an d,,N = b/‘\dl,P = ¢Nd

S¥ se arate c¥X alldl dac¥ gi numai dacX¥ MN.BC = AB.NP,

1

H

J1.7. Transversale §icewkne

1. Fie O un punct pe medisna AM a triunghiului ABC gi E = ABA OC
gi D = ACNOB, S% se arate c¢X DEIl BC,

2, Fie O un punct interior triunghiului ABC gi punctele D = AON BC
E = OBNAC si F = ABN 0C.

S¥ se arate ci: AR AF AO
T TFB T OD
3. Fie D mijlocul laturii BC in tr1ungh1u1 ABC,E mijlocul laturii
AC,F simetricul punctului D fatX de C gi Q = AB/\E? P = ADNEF. S% se

arate c¥ AB = 4+AQ si AD = 3+AP. In ce conditii, ABJ_?Q ?

4, Se consider® douX puncte fixe A gi B,M un punct nesituat pe
dreapta AB. Pe segmentul AM se considerX un munct C iar pe se gmentul
BM un punct D, astfel fncft MA = kMC,MB = nMD, Fie O mlglocul segmentulu:
CD gi P = ABNON, S¥ se calculeznn{}%L

PB

8, Fie trapezul ABCD cu baza mic¥ AD si O intersectia dlagonalelor

0 drespt® care teece prin O intersecteazX dreapta AB in N gi dreepta CD

tn M. S¥ se arate c¥ : NA MD _ g
NE °© MC - BC

6. S¥ se arate c¥ tangentele fn virfurile unui triunghi la cercul
circumseris intersecteazX laturlle opuse in trei puncte coliniare

ar
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7. Fie un triunghi ABC, Cercul care trece prin B gi C tangent drep
tei AC In C,intersecteazX latura AB fn D,ier cereul care trece prin B
gi C tangent dreptei AB %n D, 1ntersecteazﬁ latura AC in E, Pe segmentul
DC se consider¥ punctul F, astfel fncit DF°AB = AD-FC,iar pe segmentul
BE se considerX pundtul H astfel fncit BHeAE = ACo HE
S& se arate c¥ punctele A,F,H sint coliniare gi cX BFCH este
peralelogrem.

8. Tangentele fn virfurile trlunghlulul ABC la cercul c1rcumscrls
trlunghlulul formeaz¥ triunghiul A’B°C’., SX se arate c¥ dreptele AA’
BB‘,CC’ sfnt concurente.

9. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC,D mljlocul laturi
BC gi E simetricul punctului G fat®¥ de D. Paralelele duse prin E la BC,
CA,AB intersecteaz? dreptele AC ,AB,BC &n N,P,HN,
S¥ se arate c¢¥ punctele P,M N sfnt collniare .

lo. In triunghiul ABC se consider¥® punctul F pe latura BC gi O un
punct pe segmentul AF, Se prelungegte latura B8 BC cu segmentele BM si
CN,astfel fneft BM = k<BF gi CN = k.CF, Dac% D = ABNOM gi E = ACN BN,
S¥ se arate c¢X DEJ| BC,

11. Fie tr1ungh1u1 ABC gi punctele D gi E pe latura AB,astfel fneft
AD=BE,punctele F gi H pe latura AC,astfel fnctt AF=CH, Fie M = BCAEF
N = DHN BC, SX se arate c¥ BM=CN,

12, Fie O un punct interior unui parslelogram ABCD, Paralela dus¥®
prin O pa AB intersectesazX latura AD tn P gi latura BC fn E,iar parale~
la dus¥® prin O la AD intersecteszX latura AB fn Q gi 1atura CD fn F,

3% se arate t a) dreptele AO,BF ED sfnt concurente;
b) dreptele PQ BD, 'EF stnt concurente;

1%. Fie triunshiul ABC si punctele D pe latura AB,E pe latura AC,
M mijlocul segmentului DE,0 = BCAN AM,

OB AB AE
S¥ se arate cX oc " 3c °AD °

14, In triunghiul ABC se considerX treiceviene concurente AD,BE,CF,
Fie apoi M,N,P mijloacele segmentelor EF,FD,DE. SX se arate cX dreptele
AM,BN,CP sint trei drepte concurente.

15, Fie trlunghlul ABC, Pe latura AB se considerX punctele C°’ sl e’
astfel fncft S5AC‘= 5%0”3 AB' pe latura BC se consider?’ punctele A’ sl
A’’,astfel fncft S5BA‘= 5CA **= BC ,iar pe latura AC,punctele B gi B*
astfel tncft 5CB’= 5AB“°= AC, Fie M = AA‘N BB*’ ,N = BB‘NCC*’,
P=CC°NAA’’, 3% se arate c¥ AMNPAJ AABC gi "s¥ se afle raportul de
asemXnare .,

16. In triunghiul ABC, fie cevenele concurente, AD,BE gi CF,M = BCNEF,
N = ACNDF,P = ABNDE, 3% se arate c¥ punctele M N P sint collnlareo

17. In trlunghiul ABC,fie D proiectia virfului A pe BC,0 un punct
pe segmentul AD gi P = ACI\OB Q = ABNOC,5% se arate c¥ QADQEE Q ADP,

18, In triunghiul! ABC,fie D mijlocul laturii BC,E un punct pe latu-
AC,F un punct pe latura AB,P = AC NDF,N = DE NAB, Paralela prin A la
BC intersecteazX dreapta EF in M.

S¥ se arate c¢¥ punctele ¥,N,P sint coliniare.

9?
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19. In triunghiu! ABC,fie punctele D si E pe latra AB si P gi 0 pe
lature BC,H si T pe latura CA,astfel fneft AD=BE ,BF=CG,CH=AL, Fie.

M,N,P mijloacele segnentelor DL,EF,HG.
S¥ se arate cX dreptele AM,B3N,CP sfnt concurente.

20. Fie M un punct interior triunghiului ABC. 5% se arate c¥ tangen-

tele duse in M la cercurile circumserise triunghiurilor MAB,MBC,MCA in-
tersecteaz® dreptele AB,BC,CA fn trei puncte coliniare.

11.8. Puterea unui punct fat¥ de cerc

1. FieO un nunet pe coarde comunX a dou¥cercuri secante ézgi é; o
O dreapt®,care trece prin O,intersecteaz® cercul %; tn E gi F,iar cecul
%, In P gi 0, 8% se arate c¥ OE.OF = OP.OQ,

2., Fie punctul C exterior unui cerc gi CA,CB tangentele duse din C
la cerc. Parslela dus¥ wém prin A la BC intersectesz¥ cercul %n E,iar
EC?intersecte_zﬁ cercul fn Dy Fie F = ADNBC, SX% se arate cX %

FC“= FD+FA;AC“=CD-CE;FC =FB, —~ o
SX se arate cX dac¥% AD = 2.DF atunci m(ACB) = £0°,

3. In patrutaterul insgriptgbil ABCD,BC> AD gi ¥ie P = ABNDC,
3% se arate ci¥ : PBéw PC%= AB<PB «~ PCsDC
PA€- PD2= PDsDC =PA+AB,

4, Fie AB un diesmetru fntr-un cerec de centru O g1 C un punct pe
raza OB, O dreapt® variabil¥ care trece nrin A intersecteaz¥ cercul In
M g1 perpendiculare ridicat® 4n C pe dreapta AB fn N,

S¥ se arate c¥ produsul AMe<AN este constant,

5. In triunghiuk ABC se construiesc in¥ltimile AD,BE,CF. S% se ara-
te cH: AE+-AC = AH+AD = AF«AB;CE«CA = CD.CB = CH.CF
BF«.BA = BD.BC = BH.BE

6. Intr-un cerc se consider¥ o coard’ AB gi diametrul CD,perpendi=
cular pe AB, O dreapt® varisbilX cere trece prin C intersecteazX segmen~
tul AB fn M gi @ercul fn N, SX se arate c¥ produsul CM.CN este constant.

7. Pe prelungirea diasmetrului AB a unui eerc se constderX un punct
fix Co O dreaptX wariabil¥,care trece prin C intersecteazX cercul tn M
g1 N,iar dreptele AM gi AN intersecteazX perpendiculera ridicatX¥ tn C
pe dreaptéﬁin punctele P gi Q. H
3% se arate cX produsul CP.CQ este constant.

8, Fie PA gb PB tangentele duse dintr-un punct P la un cerc,C mij2
locu?! segmentului AP,D intersectia dreptei BC cu cercul,isr E intersec~
tia #== cercului cu dreapta PD, SX se arate ¢X BE AP,

9. Intr-un cérc de,diametru AB,cosrdele AC si BD se intersecteazX
fn E. S¥ se arate cK AB“= AC+AE + BD.BE,

lo. In triunghiul ABC se considerXceviene/le concurente AD,BE,CF, Cer-
cul circumseris triunghiului DBF intersectesz¥ dreptele BC,CA,AB fn
punctele M,N,P. SX se arate c¥ dreptele AM,BN,CP sint concuremte.

11. In trapezul ABCD, cu baza micX AD,fie E gi F proiectiile punctu-
lui B pe dreptele CD gi CA, S% se arate cX¥ AC-CF = CBeDA + CD-CE,
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12, In triunghiul ABC m(BAC)I>Qo « S¥ se determine un punct M pe
coarda BC,astfel incit Aﬁé BM-MC, 3% se arate ci exist¥ dou¥ =sésfk

astfel de puncte,M, sgi M, §1 c¥ {BAM <« CAMz.

13, In interiorul unui cerc de centru O se consider¥ un punct fix
A,diferit de 6. Prin punctul A se considerX o coardi variabill MN,
SE se arate c¥ cercurile (M,N,0) trecprintr-un punct fix.

14, Fie douX cercari, ¥ si ég.,secanta tn A gi B, Se considerX un
punct L pe dreapta AB,exterioarX cercurilor din care se duce tangenta
LQ la cercul 3 gi tangenta LR la cercul % , DacX M este intersectia
11n191 u-t-nai centrelor cu dreapta AB,s¥se stabileascX in ce conditii
LQ = 2 LR 7

15, Fie patrulaterele inscriptibi'e ABCD gi ABEF.S% se arate c# pa¢:
trulaterul CDFE este inscriptibil dac¥ gi numai dacX dreptele AB,EF =i
CD sint concurente,

16. Fie triunghiul ABC isoscel cu baza %G. O dreapt® care trece prii
A intersecteaz® BC in M gi cercul ciecumscris fn N, S8 se arate c¥ lun~-
glmea tangentei dusX¥ din A la ®rice cerc ce trece prin M gi N are lun-
gime constentX.

17. Fie dou¥ cercuri zf gi Ez,secante fn A gi B. Pe dreapta AB se ®
consider® un punct O din care se construjesc tangentele OTl gi OP, le
& gl tengentele OT, si OP, la cercul é; ,astfel fncit T, este ifiterio;
cercului2§ gi P, in nterioful cercului éét/<ﬁ se arate cf

/ﬂ\ /*\

11.9. Probleme recapitulative

1. Fie treéi drepte paralele a,b,c. Pe deeptele a gi b se considerX
dou¥ puncte fixe,A gi Byiesr pe dreapta ¢ un punct varisbil M, Fie N =
= a/ABM,P = bf]MA 0 = A%I\N? S¥ ge arate c¥% punctul O este un punct fi;

2, Fie triunghiul ABC gi o dreaptX® variebil¥® d,care trece prin A.
Pe dreapta 4 se considerX dou% puncte varisghile,B sl E,astfel ineft
BD lICE, S% se arate c% paralela dusX prim D 1a AC si maralela dus® prin
E 12 AB se intersectesz® fntr-un punct F situat pe dreapta BC,

3+ Fie un patrulater ABCD ei M, N, P Q proiectiile virfuriloer pe
diagpnele. SX se arate cX patrulgterele " ABCD si MNPQ sfnt asemenes.

4, Se consider¥ un trlunyhi ABC, Perpendiculares fn B pe AB inter-
secteazﬁ dreanta AC Tn D,iar ne“memdlculara rldlcat* fn C pe AC inter~

5’5 se arate cf ! a) AABCA AADE,
b) MB gi MC sfnt tengente la cercul (ABC)
¢) ce conditii trebuie 8% fndeplinesscX triun=
ghiul ABC pentru ca DE = 2BC 7

5. In patrulaterul ABCD m(BAD) AB AD ,BC=CD=BD, Fle BHRTHLX
O = ACNBD,S = DNNAB al N,P, N mlv‘oace’e segmentelor AD,AC i BC,
3% se arate ci L MONP este parelelcgram gi c¥ SN» SD 8 SA.3B,

6, Fie ABCD un patrulater inscriptibil E = ACNBD,M N P ,Q proiee-
tiile virfurilor A,B,C,D pe diagonale,G = A%{\BM F = DQ/\
SX se srate o% : a) MNI CD si PQII A‘%/LEMcEP EN.EQ ;
b) natruiaterele ENGM =i EQFP g*nt asemenea ;
¢) %n ce conditii,dreptele AC,B3D,FG sint com=
curente.

-
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7. Fie triunghiul ABC, Cercul de dlamethBClntersecteazﬁ dreapta
AB In D §1 dreapta AC fn E. Fie H = CDNBE gi L = AHNBC., Cercul de dis-
metru AL intersecteaz¥ drespta AB in P gi dreapta AC in Q.
S¥ se arate : a) ALL BC ;
b) AP<AB = AQ AC g AD.AB = AE-AC ;
c) AE-AP = AD-AQ, (
8. In patrulsterul ABCD,fie O.®= ACNBD gi M,N,P,Q centrele de greu~
tate ale triunghiurilor OAB, OBC OCD,0ODA.
58 se arate c¥ patrulaterele ABCD gi MNPQ sint asemenea

9. Fie paralelogramul ABCD, Cercul circumscris triunghiului ABD in~
tersecteaz® BC In E gi CD 4n F iar G = BFN AD, H = ABNDE, L = BFA DE
SH¥ se arate c¥ : a) ABLE= ADLF ; ABLHAU ADLG ; EF)l GH ;
b) patrulsterul DHBG este inscriptibil;
e¢) AEEZ AF,

lo. In trlunghlul dreptunghic ABC fie D un punet pe ipotenuza BG
Perpendiculara ridicat® fn D pe BC intersecteaz® drespta AC ¢n F si
dreapta AB fp E. S¥ se arate c# dac3 i este un punct pe dreapta DE ast-
fel fncift DM= DE°PF,atunci M este situat pe cercul circumscris trluna
ghiului ABC,

. 11, S8 se construiascX¥ un triunghi dreptunghic,cunpscind perimetrul
s¥u, a.

12. Fie triunphzu‘ ABC si mediana AD,0 un ounct pe median®& AD, O
dreapt® care trece prin O intersecteaz® AB fn P gi pe AC %n Q. DacH
neA0 = m.AD,s¥% se arate c¥:

1%3. Fie L mlgTocul laturii BC fn triunghiul ABC 31 M gi N mijloacele
segmentelor BL gi CL, Fiem D un punct pe drespta AL si E = ABNMD,
F = ACNND, 3% se arate cX EF|| BCs

14. Fie triunghiul ABC si punctul D pe latura BC gi E pe segmentul
AD,astfel fncft BD = DC gi AE = 3DE,
S% se arate c¥ CE este median¥ fn triunghiul ABC,

15. In triunghiul ABC,AB<AC, Fie M miJjlocul 1aturii BC,N un punct
pe latura AC,astfel tnctt AN = AR g1 P = AMNBN. 3% se arate "e¥ :

BP , AC
PN AB

16, Fie punctele fixe A,3,C colindare. Din punctul C se con51der§
tengenta CM la un cerc varlabll cere trece prin punctele A gi B,
S8 se afle locul geometric al punctului M’

17, Fie AD bisectoarea unghiului BAC fn triunghiul ABC. Cercul &, cu
centrul In B si raze 3D intersectesaz¥ dreapta AB Tm N gi R,iar cerculé;
cu centrul In C gi raez¥ DC,intersecteaz® dreapta AC in M al P

a) SX se arate c¥ MNI/ PR,

b) Perpendiculera fn B pe AB intersecteaz¥ cercul g; tn S gi H,
iar perpendiculara tn € pe AC intersecteazX cercul &, in G gi Q, astfel
tneft H gi G sfnt fn interiorul unghiului BAC, SX se arate cX X%

AB-QG = AC.SH,
c) S% se arate ¢¥ AD determinX pe segmentele SQ gi HG rapoarte

egale.



	TEOREMA LUI THALES ŞI CONSECINŢELE SALE-Vasile Arsinte
	SegProp

