Cercul Judetean de Excelenta la Matematica Adriana Daniela Gurgui, profesor,
Constanta Liceul Teoretic “Ovidius”, Constanta

Clasa a Vl-a. Lectia 8
25.01.2014

Probleme de sintezi. Pregatire pentru olimpiadi

1. Demonstrati ca nu exista numerele prime p si q astfel incat p® +2013=2°.

2. Determinati valoarea numarului natural n stiind ca numarul n"are n cifre.

3. Demonstrati ca Orice numar intreg n > 6 se poate scrie sub forma n=a+Db, unde a, beN,
a,b>2si(ab)=1

4. Fie o multime de numere intregi A={a,,a,,4,,...,a,,, } . Demonstrati c4 exista 0 submultime a
sa cu suma elementelor divizibila cu n.

. < . . . . 11 1
5. Demonstrati ca daca n este numar natural si n> 2, atunci numarul 1+§+§+"'+_ nu este
n

intreg.

6. Dinsirul i 1 , ! L ,... determinati grupul de termeni consecutivi a caror
1.2°2:3'3:4 '(n-1)-n

5 .1
suma este egald cu 3

7. Fie fractia F = 2N+ 7
5n+3

a) daca fractia este reductibila, atunci n>11;
b) daca n;,n,,n,...,n,,, suntvalori ale numarului n pentru care fractia este
reductibild, atunci suma n, +n, +n, +...4+n,,, nu se divide cu 29.

in care n este numar natural. Demonstrati ca:

8. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia Xy =3x+2y —8.

9. Cu céte zerouri se termina produsul numerelor a=2"%-5.7° sib=2-4-6-...-100 ?



10. Daca a este un numar rational si a >1, demonstrati ca exista numerele naturale m si n astfel ca
a:(1+i2)(1+ 21 j...(1+ 21 ]
m m°+1 m°+n

11. Demonstrati ca dacd numerele naturale nenule a, b si ¢ verifica relatia
3a-b 3b-c 3c-a )
= = ,atuncia=b=c.
2a+5b 2b+5c 2c+b5a

12. Fie numarul natural A=a/ +aJ +a2 +...+a’,,, unde a,a,,a,,...,a,,, sunt numere prime,
mai mari sau egale cu 5. Demonstrati cd numirul B = 2- A+ 2013 nu este patrat perfect.

13. Prin mijlocul M al segmentului [AB] consideram o dreapta care intersecteaza perpendicularele in A
si B pe dreapta AB in punctele P si respectiv Q.
a) Demonstrati ca [AP]=[BQ].

b) Daca N € AP astfel incat MN _L PQ, demonstrati ca (QP este bisectoarea unghiului

<BON.

14. Fie patratul ABCD. Se considerd punctele Me(BC) si Ne(CD) astfel incat (MA este bisectoarea
unghiului <MNB . Demonstrati cd (NA este bisectoarea unghiului <DNM si cd m(<NAM) =45°,
Reciproc, demonstrati ¢ dacdi Me(BC), Ne(CD) si m(«xNAM) =45° atunci (MA este bisectoarea
unghiului <NMB si (NA este bisectoarea unghiului <DNM.

(Precizare: laturile patratului sunt congruente intre ele si cele patru unghiuri sunt drepte.)

15. Doua unghiuri complementare au masurile in grade egale cu asib (a;b e N"™) direct proportionale

cu numerele prime p, si p,. Dacd este numar natural par, calculati masurile celor doua

P+ P,
unghiuri.

16. Fie triunghiul echilateral AABC si punctul D pe semidreapta opusa semidreptei (BC astfel incat

[DB] = BC]. Consideram punctul E in semiplanul determinat de dreapta AD ce nu contine punctul
B, astfel incat distanta de la E la AB este egala cu EA, distanta de la E la DC este egala cu ED si EA=
= ED, iar punctul F astfel ca D € (BF) si [FD]=[BC].

a) Demonstrati ca AFDE = ABAE .

b) Demonstrati ca [EB este bisectoarea unghiului <AED.



17. Punctele A, B, C si D, in aceasta ordine, apartin dreptei d astfel incat [ AB]=[CD]. Fie E un punct
exterior dreptei d astfel incat <EAD = <EDA. Daca M este mijlocul segmentului[ EA] si N este

mijlocul segmentului [ED], demonstrati ca:
a) [AM]E[DN]si [AN]E[DM].
b) AAMB = ADNC.
¢) ACAN =ABDM |

18. Fie triunghiul isoscel ABC cu [ AB]=[ AC], punctul M mijlocul laturii [AC] si D un punct oarecare
pe semidreapta (BM , in ordinea B — M — D astfel incat [ AD] =[ AC]. Daci punctul E este mijlocul

laturii [ AB] si punctul F este mijlocul segmentului [ AD], demonstrafi ca:

a) AAEC = AAMB;
b) BD = CF +CE.

19. Pe dreapta d consideram punctele A, B, C, D si E astfel incat [ AB]=[BC]|=[CD]=[DE]. Fie M un

punct exterior dreptei d astfel incat distanta de la punctul B la dreapta MA este egala cu distanta de la
punctul D la dreapta ME. Demonstrati ca distantele de la punctul C la dreptele MA si ME sunt egale
intre ele.

20. Fie punctele distincte A, B, C, D si O astfel incat OA L OC , Be Int(«xAOC) si [OM L [ON ,
unde [OM si [ON sunt bisectoarele unghiurilor <AOB si <COD. Demonstrati ca:

a) <AOB =<xCOD;
b) OB L OD.

Tema pentru acasa: problemele: 10, 11, 12, 17, 18, 19 si 20.
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Constanta prof. Alina Dermengiu,
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Clasa a VI-a. Lectia 9
01.03.2014

Probleme de sinteza. Pregatire pentru olimpiada

1. Se considerd numerele a, =3,a, =2a, +3,a, =28, +3°,a, =23, +3°,..., 8,4, = 28,5, + 3" .
a) Scrie ca puteri cu aceeasi baza, numerele a,,a,,a,;,a,,a;;
b) Afla numarul x din egalitatea : a, +a, +a,+a, =a, —X;
c¢) Compard a,, cu 3-2'®;

d) Calculatisuma A=2a, +3a, +4a, +....+101a,,,

X

a) Sa se determine produsul elementelor multimii AU B .
b) Sa se determine elementele mulfimii Aw Bstiind ca elementele mulfimii A sunt

2. Fie Ac N” o multime cu 2006 elemente si B = {—

1XEA}.

numere naturale consecutive nenule si ca —2007 <0, unde S este diferenta dintre suma

elementelor multimii A si suma elementelor multimii B.

a+b+1

ab+a
a) Scrieti f ca suma de doua fractii cu numitorii diferiti;

3) Pentru a,be N se considera fractia f =

C . b
b) Aflati a si b stiind ca a este numar primsi f =—.
a

4) Caturile impartirilor succesive pentru aflarea c.m.m.d.c. a douda numere sunt trei numere pare
succesive a caror suma este 12. Cel mai mare divizor comun al celor doud numere estel5. Sa se
afle cele doud numere.

5. Se considera un numadr natural prim p.

a) Aratati cd, daca p> 3, atunci numirul m=2p” +1 este compus;

b) Determinati toate numerele naturale prime p cu proprietatea cd numarul m=2p® +1
este patrat perfect.

6. O multime M de numere rationale are urmatoarele proprietati :
) 6eM sil2eM;

ii) daci xeM si yeM atunci (§+§JGM

iii) daca (2x+3y)e M , atunci (x+y)e M .
Aratati ca :
a) Multimea M contine cel putin doud numere naturale consecutive;
b) Multimea M contine cel putin trei numere prime;
¢) Exista a,b,c,d e M , distincte doua cate doua, astfel incat a+b=c+d .



7. Intr-un sir de numere , suma oricaror patru termeni consecutivi este 30. Se stie cd primul numar
este 7, al treilea este 9, iar al zecelea este 6. Sa se afle al 2014-lea numar si suma primilor 2014
termeni ai sirului.

8. a) Calculati S=i+ 2 + 3 +... 49
1.3 1.3.5 1.3.5.7 1.3-5-...-99

+ 1 + L .t 1
1.2.4 1.2.3-5 1.2.3-4.6 1.2.3-...-2012 - 2014

b) Calculati S =

9. Fie n un numar natural Nn>2 si a, b doi divizori ai lui n pentru care b >a. Demonstrati ca

2

a
b>a+—.
n

10. Fie multimile A={x e N|4x-5y+7=0}si B={yeN4x-5y+7=0}.

a) Aratati ca elementele multimii A B nu sunt patrate perfecte;

b) Calculati AnB.

11. Se aleg la intAmplare 9 divizori diferiti doi cate doi ai numdrului 2°°°si se aseazi in cele 9
patratele ale unui tabel ce contine 3 linii si trei coloane intr-o ordine oarecare. Sd se arate ca
sumele numerelor de pe fiecare linie, coloand sau diagonald din tabel sunt distincte doua cate

doua.

12. Pe un cerc sunt inscrise in ordine numerele 1, 2, 3, 4, ..., 2003. unele dintre acestea se elimina
dupd urmatorul procedeu: tdiem un numadr, sirim un numar, tdiem doud numere, sirim doud
numere, tdiem trei numere, sarim trei numere,...Continudm procedeul pand cind rdman mai putine

numere decat ar trebui taiate. Cate numere au ramas?

13. Fie a=20144+20134...+32!, unde pentru neN"am notat n!=1-2-3-..-nsi aa,a,..a,

reprezentarea lui a in baza 10, ne N” . Daca a,a, +a,a, +aa +... (ultimul termen fiind format

din una sau doua cifre) p e N". Sa se arate a si S nu sunt patrate perfecte.

14. Sa se arate ca simetricele a trei puncte coliniare distincte fata de un alt punct sunt coliniare.

15. Fie triunghiul oarecare ABC, cu AC< BC si punctele De(BC), Ce(AE) astfel incat
BD=AC=CE . Daca £ ACB are masura de 60°, demonstrati ca AB =DE.

16. In triunghiul ABC, (AD bisectoarea unghiului #BAC, De(BC), DE L AC,E e AC,
DF L AB, F e ABsi (ClI bisectoarea unghiului ZACB, | € (AD). Notam {M }= DE nClI.
Daca MN L BC,N € BC, ardtaticd DM = DF —MN .



17. Pe latura [BC] a triunghiului isoscel ABC (AB=AC) se iau punctele interioare M si N, M

(BN) astfel incat BM = CN =K. Aratatica :
MC NB
a) [AM] = [AN];
b) MN _ 1- 2k
BC k+1

18. Se considera triunghiul isoscel ABC cu AB=AC. Fie D intersectia perpendicularei in B pe AB
cu perpendiculara in C pe AC, E € BD, astfel incat D e (BE) si ED=DB, iar F intersectia dreptei

AC cu perpendiculara in E pe BE. Sa se arate ca DF L CE .

19. Se conidera triunghiul ABC si punctele M € (AC), N € (AB) astfel incat (BN)=(CM). Sa
se arate ca (AO este bisectoarea unghiului #BAC , unde {O}=MBNCN daci si numai daca

AABC este isoscel.

20. Fie segmentul (AB). Sa se arate ca pentru orice punct M e (AB) exista o infinitate de perechi

de puncte N, P astfel incat perimetrele triunghiurilor AMN si BMP sa fie egale.

21. Fie o dreapta d si punctele A¢d si Bgd . Sa se determine pozitia punctului N pe dreapta d

astfel incat AN+NB sa fie minima.

22. Fie triunghiul isoscel ABC cu AB=AC=%, BC=y, x<Yy.Fie (BD bisectoarea unghiului
ZABC, De(AC). Perpendiculara din C pe BD intersecteazd AB in E. Calculati perimetrul
triunghiului ADE.

Tema pentru acasa: problemele: 2, 9, 14, 17, 16, 21 51 22 .
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